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Capitol 1

Introduccio

1.1 Les construccions amb regle i compas

El tema d’aquest treball es remunta a més de 2000 anys enrere i té els seus origens a la Grecia
classica. La matematica grega d’aquella eépoca es reduia basicament a la geometria i 'aritmetica.
A més, la geometria es feia sempre de manera “sintética”, és a dir, sense coordenades, ja que
encara no s’havia introduit la idea de les coordenades. ' Es per aixd que per resoldre molts
dels problemes geometrics que es plantejaven era habitual utilitzar un regle (no graduat) i un
compas, i fer-ho tragant rectes i circumferencies. De fet, molts dels problemes que es plantejaven
en aquella época ja se’ls plantejaven directament com a construccions d’algun objecte geometric
utilitzant només el regle i el compas. Per exemple, les primeres tres proposicions del primer dels
13 llibres de que consten els famosos Elements d’Euclides (s. III a.C.) plantegen construccions
amb regle i compas, com ara la construccié d’un triangle equilater que tingui per costat un
segment donat (veure Exemple 2.3). En realitat, de les 172 proposicions que apareixen en els
primers sis llibres, 48 es refereixen a construccions amb regle i compas.

Pero que s’entén exactament per una construccié amb regle i compas? En general, en una
construccié amb regle i compas es parteix d’un o més objectes geometrics, com ara punts, rectes,
segments, triangles, circumferencies, etc, i es demana de construir algun altre objecte geometric
utilitzant unicament un regle no graduat i un compas. En realitat, encara que les figures de
partida no siguin simples punts, sempre vindran determinades per una certa familia de punts, i
el mateix passara amb la nova figura que es vol construir, aixi que en el fons el problema consisteix
en partir d’un cert conjunt de punts i construir-ne uns altres. El fet que la construccié s’hagi de
fer amb regle i compas vol dir que els nous punts s’han de construir tinicament tracant rectes i
circumferéncies que estiguin determinades per punts que ja es tenen préviament. Aixi, les rectes
han de passar per dos punts ja donats, i les circumferéncies han de tenir el centre en un punt
ja donat i passar per un altre punt també donat o tenir per radi la distancia entre dos punt ja
donats. Els nous punts seran aleshores les interseccions entre aquestes rectes i circumferencies,
i s’afegiran als punts que ja es tenien. Al capitol seglient donarem una definicié més precisa,
pero per tal que s’entengui millor que volem dir, donem a continuacié alguns exemples senzills.
Tots ells apareixen ja als Flements d’Euclides.

'El metode de coordenades I'introdueix molt més tard, al s.XVII, el matematic i fildosof frances René Descartes.
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Exemple 1 (Punt mig d’un segment) Es tenen donats dos punts A i B qualssevol i
es tracta de construir el punt mig del segment que els té per extrems. El procediment
és el seglient (veure Fig. 1.1).

1. Tracem la recta que passa per A i B.

2. Dibuixem la circumferencia de centre A i radi AB.

3. Dibuixem la circumferéncia de centre B i radi AB. Siguin P i @ els dos punts
d’interseccié d’aquesta circumferencia amb ’anterior.

4. Tracem la recta que passa per P i Q. Sigui M el punt d’interseccié d’aquesta
recta amb la recta AB.

El punt M és aleshores el punt mig buscat.

Figura 1.1: Punt mig d’un segment

Exemple 2 (Perpendicular a una recta per un punt donat) Es té donada una recta
r i un punt P (pot ser de r o no) i es tracta de construir la perpendicular a r per
P. Donar la recta r equival a donar-ne dos punts A i B, de manera que en aquest
cas el conjunt de punts partida consta de dos o tres punts, segons que P sigui un
dels punts A, B o no. Es tracta aleshores de construir almenys un altre punt de la
perpendicular buscada. El procediment és el segiient (veure Fig. 1.2).

1. Dibuixem la circumferéncia de centre P i de radi AP (si P # A; si P = A,
agafem radi BP). Tallara la recta r en un altre punt A’.

2. Tracem la circumferéncia de centre A i radi AA’.

3. Tracem la circumferéncia de centre A’ i radi AA’. Siguin Q i Q' els dos punts

de tall d’aquesta circumferencia amb ’anterior.

La recta que passa per @ i @’ és aleshores la perpendicular buscada. La primera
demostracié d’aquesta construccié s’atribueix a un matematic grec, Oenipides de
Chios, del s. V a.C.
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Figura 1.2: Perpendicular a una recta per un punt (exterior) donat
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Exemple 3 (Paral-lela a una recta per un punt donat) Es té donada una recta r i
un punt P (pot ser de r o0 no) i es tracta de construir la paral-lela a r que passa
per P. Com abans, donar r equival a donar-ne dos punts A i B, de manera que el
conjunt de punts de partida consta també de dos o tres punts, segons que P sigui
un dels punts A, B o no. Es tracta aleshores de construir almenys un altre punt de
la paral-lela buscada. El procediment és el segiient.

1. Tracem la perpendicular a r per P pel meétode anterior. Sigui s aquesta per-
pendicular.
2. Tracem la perpendicular a s per P pel metode anterior. Sigui ¢ aquesta per-

pendicular.

La recta t és aleshores la paral-lela buscada.

Exemple 4 (Bisectriu d’un angle) Es té donat un angle qualsevol i es tracta de
construir-ne la seva bisectriu. Donar ’angle equival a donar-ne el vertex O i un punt
de cada costat A i B, de manera que el conjunt de punts de partida ara consta de
tres punts. Es tracta aleshores de construir almenys un altre punt de la bisectriu
buscada. El procediment és el segiient (veure Fig. 1.3).

1. Dibuixem la circumferencia amb radi OB i centre O. Sigui D el punt d’inter-
seccid de la circumferéncia anterior amb la recta OA.

2. Tracem la circumferéncia de centre B i radi BD.

3. Tracem la circumferencia de centre D i radi BD. Sigui C' qualsevol dels punts

d’interseccié d’aquesta circumferencia amb ’anterior.

La recta OC és aleshores la bisectriu buscada.
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Figura 1.3: Bisectriu d’un angle

Exemple 5 (Duplicacié del quadrat) Es té donat un quadrat i es tracta de construir
un altre quadrat d’area doble amb un dels vertexs igual a un dels del quadrat original.
Donar el quadrat equival a donar-ne els vertexs A, B, C, D de manera que el conjunt
de punts de partida consta ara de quatre punts. L’objectiu és construir els altres
tres vertexs del nou quadrat. El procediment és el segiient (veure Fig. 1.4).

1. Dibuixem la circumferéncia de centre A iradi AC' (diagonal del quadrat). Siguin
P, P’ les interseccions d’aquesta circumfereéncia amb la recta AB i R, R les
interseccions amb la recta AD.

3. Tracem la perpendicular a la recta AB per P seguint els passos de I’Exemple 2
anterior.

4. Tracem la perpendicular a la recta AD per R pel mateix metode. Sigui @ la
interseccié d’aquesta perpendicular amb la perpendicular anterior.

El quadrilater APQR és aleshores el quadrat buscat.

R Q

P’ A B P

]

R’

Figura 1.4: Duplicacié d’un quadrat

Evidentment, en cada cas és necessari justificar que ’objecte construit és realment el que es
demana. Per exemple, en el cas de la construccié del punt mig d’un segment, els punts P i @
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equidisten de A i de B i la seva distancia a qualsevol dels dos punts és igual a la distancia entre
Ai B. Per tant, ABP i AB(Q s6n triangles equilaters i AQBP és un rombe, i sabem que les
diagonals d’un rombe es tallen en el punt mig.

1.2 Els tres problemes classics

Ja al s.V a.C. els matematics grecs es van plantejar construccions amb regle i compas aparent-
ment simples perd que no eren capagos de fer. Amb el pas del temps, alguns d’aquests problemes
van esdevenir famosos perque continuaven sense saber-se resoldre. Especialment famosos es van
fer els que es coneixen com els tres problemes classics de construccions amb regle i compas, que
sén:

(1) la duplicacié del cub,
(2) la trisecci6é de 'angle, i
(3) la quadratura del cercle.

Van continuar sense resoldre durant més de 2000 anys i no va ser fins al s. XIX que finalment
es va acabar demostrant que en realitat cap dels tres tenia solucié. Consistien en el segiient.

(1) La duplicacié del cub. Es tractava de partir d’'un cub de volum donat i construir-ne un
altre de volum doble. En realitat, tot i que el problema es plantejava com un problema a ’espai,
en el fons es pensava com un problema en el pla, en el sentit que el que de fet es volia era
construir amb regle i compas una cara del nou cub. Ara bé, donat un segment qualsevol, ja se
sabia construir amb regle i compas un quadrat que tingués aquest segment per costat. Com que
el volum d’un cub no és més que el cub de la longitud del seu costat, del que en el fons es tractava,
doncs, era de construir amb regle i compas un segment de longitud a+/2 (corresponent a un dels
costats del cub de volum doble) a partir d’un segment donat de longitud a (corresponent a un
dels costats del cub original), on a era una longitud qualsevol. Per exemple, si el cub original
era de costat 1, s’havia de construir un segment de longitud /2.

(2) La triseccié de I'angle. Es tractava de partir d’un angle qualsevol i construir amb regle i
compas les dues semirectes amb origen al vertex de ’angle que el dividien en tres angles iguals.
En realitat, a diferencia dels altres dos problemes, aquest si que té solucié per alguns angles,
perd no en general. Més endavant (veure Teorema 42 del Capitol 4) donarem un criteri per
saber quan un angle es pot trisecar i quan no amb regle i compas.

(3) La quadratura del cercle. Es tractava de partir d’un cercle qualsevol i construir amb regle
i compas un quadrat de la mateixa area. 2 Tenint en compte que I’area d’un cercle de radi r és
7r?, del que es tractava en el fons era de, donat un segment de longitud r (el radi del cercle),
construir amb regle i compas un segment de longitud r/7 (el costat del quadrat de la mateixa
area). Per exemple, si el segment era de longitud 1, s’havia de construir un segment de longitud

N

Dels tres, aquest ultim és el que més faméds es va fer perque en certa manera és més impossible
encara que els altres dos. Més endavant en veurem el motiu.

2Existeix un altre problema totalment diferent que també es coneix com la quadratura del cercle. El va
plantejar el matematic polones Alfred Tarski Pany 1925. Es tracta de saber si és possible tallar un cercle en
infinits trossos i tornar-los a unir després per formar un quadrat. Veure lan Stewart, De aqui al infinito, Cap. 12,
Ed. Critica (1998).
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1.3 Objectiu del treball i metodologia de presentacié

L’objectiu d’aquest treball no és descriure construccions més o menys sofisticades amb regle i
compas, sind explicar per que aquestes tres construccions sén impossibles de fer amb regle i
compas. En realitat, la motivacié principal del treball ha estat entendre com s’ho van poder
fer els matematics per demostrar que les tres construccions eren impossibles. D’entrada, em
semblava increible que es pogués demostrar una cosa aixi. Pero en aquest treball veurem que
realment es pot fer i explicaré els detalls de com es fa. Per poder-ho demostrar, caldra entendre
més a fons els nombres reals i, en particular, estudiar els anomenats subcossos dels reals i les
seves extensions. Pel cami, també entendrem per que es va trigar tant a demostrar que les
construccions eren impossibles. Veurem que, en part, va ser precisament perque faltava que algu
introduis la idea de coordenades en el pla.

Pel que fa a la presentacid, tot i que no sempre sera aixi, he intentat anar explicant el per
que de cada afirmacié que faig. Aixo fard que en alguns moments, especialment al Capitol 3,
I’'exposicié resulti més complicada de seguir. Per aquest motiu, he mirat d’anar posant exemples
de tot el que vaig explicant (en color blau). Malgrat que al principi pensava evitar ser massa
formal en la manera de presentar les coses, al final he acabat fent, en part, el que és bastant
habitual en els textos matematics: enunciar les definicions i alguns dels resultats en un format
diferent per destacar-los. En el cas dels resultats, que apareixen com a Proposicions o com a
Teoremes, la prova apareix a continuacio.

1.4 Una mica d’historia

Abans d’entrar propiament en materia, repassem una mica la historia dels tres problemes, des
que es van plantejar i per que, fins que es va provar que no tenien solucio.

Es molt probable que l'origen del problema de la duplicacié del cub es trobi en 'intent de
generalitzar a tres dimensions el problema analeg que es podia plantejar en el cas d’un quadrat,
un problema que se sabia resoldre i que en realitat és molt senzill de resoldre (veure Exemple 5).
Ja en el dialeg de Platé Menon apareix Socrates dialogant amb un jove esclau per fer-li entendre
com es pot duplicar un quadrat. Existeix, pero, una llegenda que atribueix l'origen del problema
a la peticié del déu Apol-lo que se li fes un altar el doble de gran que 'altar cibic que se li havia
construit al temple de Delos, a canvi que ell fes desapareixer la pesta que s’havia escampat pel
poble. Segons la llegenda, es va construir un altar de costat el doble i la pesta va continuar...
Per aquest motiu, el problema de la duplicacié del cub també s’anomena problema de Delos.

Pel que fa al problema de la triseccié de ’angle, és probable que també es plantegés com un
analeg del problema de la biseccié d’'un angle o bé del de la triseccié d’un segment, ja que tots
dos es podien resoldre facilment amb regle i compas (veure Exemple 4).

Finalment, el problema de la quadratura del cercle es creu que es devia plantejar com a
conseqiiencia del fet que no es coneixia amb exactitud el valor del nombre 7 i, per tant, que
no es podia calcular amb exactitud ’area d’un cercle. La idea era intentar reduir el calcul de
I’area d’un cercle al de ’area d’un quadrat. De fet, ja en un papir egipci que data del 1650 a.C.,
conegut com a papir de Rhind, i que conté un total de 85 problemes resolts, se’n troba un on
es pot llegir el segiient: “Construir un quadrat equivalent a un cercle. Resposta. Retirar 1/9 al
diametre i construir el quadrat amb el que queda”’. Es pot comprovar que aixo equival a agafar
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com a valor de 7 956 13
=— = — ~31
T &1 3+ 31 3.16

En realitat, els grecs es van plantejar el problema de la quadratura per qualsevol figura plana.
Quadrar una figura plana volia dir trobar un quadrat que tingués area igual a la de la figura.
En el cas de figures poligonals els mateixos grecs ja van veure que era possible de fer i com fer-
ho. Només calia dividir-la en triangles i quadrar els diferents triangles, aixi que el problema es
reduia a saber quadrar triangles, i aix0 era facil de fer un cop se sabia com quadrar un rectangle
qualsevol. 3

Com que no eren capacos de resoldre cap d’aquests problemes utilitzant només rectes i
circumferencies, els matematics grecs van dedicar-se a buscar solucions utilitzant altres ti-
pus de corbes, com ara coniques que no fossin circumferencies o corbes especials que definien
“mecanicament” .

No és fins al Renaixement que es comenca a sospitar que els problemes no tenen solucio.
Molt resumida, la historia a partir d’aqui és la segiient.

El matematic frances Frangois Viéte (1540-1603), estudiant l’equacié de tercer grau, se
n’adona de la relacié que existeix entre el problema de la triseccié de ’angle i el de la res-
olucié d’una equacié d’aquest tipus. A la mateixa época, el filosof i matematic també frances
René Descartes (1596-1650) també se n’adona de la relacié entre les construccions amb regle i
compas i la resolucié d’equacions de primer i segon grau, i és capag de demostrar (1637) que,
donats segments de longituds a i b, es poden construir amb regle i compas segments de longituds
a+b, la—0b|, ab, a/bi\/a. Més endavant veurem com es pot fer. En el seu treball, hi ha la
llavor de la demostracié de la impossibilitat de la triseccié de I'angle i de la duplicacié del cub.

Uns anys més tard, el 1668, el matematic escoces James Gregory (1638-1675) publica un
treball en el que pretén haver demostrat la impossibilitat de la quadratura del cercle, pero ell
mateix se n’adona poc després que la seva demostracié és incorrecta.

Al llarg del s. XVIII, no hi ha cap progrés important en el tema, i és al segle segiient quan
ja es troben per fi demostracions de la impossibilitat de cadascuna de les tres construccions. La
primera demostracio satisfactoria tant de la impossibilitat de la duplicacié del cub com de la
triseccié de I’angle la troba un altre matematic frances, Pierre Wantzel (1814-1848), I'any 1837.
El seu treball apareix publicat al Journal de Mathématiques amb el titol de “Recherche sur les
moyens de reconnaitre si un probleme de géometrie peut se résoudre par la regle et le compas”
(veure Fig. 1.5). Aquest treball també va permetre entendre millor el problema de la quadratura
del cercle perque va fer veure que el que importava no era el valor de 7 siné la seva naturalesa.
La qiiesti6 era si el nombre 7 era algebraic o transcendent (més endavant explicarem el significat
d’aix0). Perd no és fins a any 1882 que el matematic alemany Ferdinand von Lindemann (1852-
1939) aconsegueix provar que 7 és un nombre transcendent. Es amb aquesta demostracié que
queda definitivament provada també la impossibilitat de quadrar el cercle amb regle i compas.

3Una manera de fer-ho es pot trobar en el llibre de William Dunham, Viaje a través de los genios. Biografias
i teoremas de los grandes matemdticos, Ed. Pirdmide (2004).
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566 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Recherches sur les moyens de reconnaitre si-un Probleme de
G éométrie peut se résoudre avec la regle et le compas ;

Pir M. L. WANTZEL,

Eleve-Ingénicur des Ponts-et~Chaussées.

I

Supposons qu’un probleme de Géométrie puisse étre résolu par des
intersections de lignes droites et de circonférences de cercle : si 'on
joint les poiuts ainsi obtenus avec les centres des cercles et avec les
poinis qui déterminent les droites on formera un enchalnement de
triangles rectilignes dont les éléments pourront étre calculés par les
formules de la Trigonomeétrie ; d’ailleurs ces formules sont des équa-
tions algébriques qui ne renferment les c6tés et les lignes trigonomeé-
triques des angles qu'au premier et au second degré; ainsi I'inconnue
principale du probléme s'obliendra par la résolution d’une série d’é-
quations du second degré dont les coelficients seront fonctions ration-
nelles des données de la question et des racines des équations préceé -
dentes. D'aprés cela, pour reconnattre si la consiruction d’un probléme
.de Géométrie peut s'effectuer avec la régle et le compas, il faut chercher
s'il est possible de faire dépendre les racines de I'équation i laquelle il
conduit de celles d'un systéme d’équations du second degré composées
comme on vient de I'indiquer. Nous traiterons seulement ici le cas o
P'équation du probléeme est algébrique.

1L
Considérouns la suite d'équations :

(A) x:+A.'l‘.+B=O, ‘r;+AI‘Tl+BI=0'"x;—l+Al—-!‘rn—-l+Bn—z= o,
xA, . x,4B.. ., =o0,

dans leéqnelles A et B représentent des fonctions ratiounelles des
quantités données p, ¢, r...; A, et B, des fonctions rationnelles de
Xy Py §re-05 €L, en général, A, et B, des fonctions rationnelles de
Xy Tm—ys oo+ XLis PrGoen-

Toute fonction rationnelle de x, telle que A, ou B,., prend la forme
Cp1Zm + Dy

ottt si Pon élimine les puissances de ', supérieures la pre-
En_iZm + Fuo

R R A e R TR I R T | I L R LARERR T UL I T TN N S

Figura 1.5: Primera pagina de l'article original de P. Wantzel del 1837
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Formalitzacio de les construccions
amb regle i compas

En aquest capitol formalitzem les construccions amb regle i compas. Per fer-ho, introduirem el
concepte de punt constructible i, més en general, el de figura constructible (pot ser una recta,
una circumferencia, un poligon, etc). Reduirem el fet que una construccié sigui possible o
no a que siguin constructibles certs punts. Després explicarem breument com el problema
geometric d’identificar quins punts sén constructibles i quins no es pot traduir a un problema
algebraic utilitzant coordenades i introduint el concepte de nombre (real) constructible. FEls
detalls d’aquesta traducci6 els abordarem al capitol segiient.

2.1 Punts i figures constructibles

Com ja hem dit abans, en una construccié amb regle i compas es parteix d’'un conjunt finit
d’objectes geometrics, que poden o no ser simples punts, i es tracta de construir-ne algun altre,
que pot també ser un simple punt o alguna altra figura. També hem remarcat a la introduccié
que sempre és possible reduir-se al cas que el conjunt d’objectes geometrics de partida és una
familia de punts i que el que cal construir és una nova familia de punts que determinin totalment
la figura que es demana.

Per exemple, en la construccio de la bisectriu d’'un angle, les dades de partida sén tres punts
(el vertex de l'angle i un punt qualsevol de cada costat de l'angle diferent del vertex) i cal
construir un altre punt de la bisectriu diferent del vertex de ’angle. Quan es demana duplicar
un quadrat, les dades de partida son els vertexs del quadrat i cal construir els quatre vertexs
del nou quadrat.

Per tant, qualsevol construccié amb regle i compas en el fons consistira en construir una
serie de punts a partir d’'una familia de punts donats. Anomenarem punts base els punts de
partida, i denotarem per B el conjunt de punts base.

El que caracteritza les construccions amb regle i compas és com es construeixen nous punts
a partir dels punts base. Només es poden fer les dues operacions segiients:

(1) tragar amb el regle una recta que passi per dos punts base o, en general, per dos punts
previament construits a partir dels punts base, i

(2) tragar amb el compas una circumferencia centrada en un punt base o, en general, en un

10
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punt previament construit a partir dels punts base, i que tingui per radi la distancia entre
dos punts base o, en general, dos punts preéviament construits a partir dels punts base.

Els punts d’interseccié d’aquestes rectes i circumferencies entre elles donaran nous punts que
s’afegiran als punts base i als ja construits i que es podran fer servir per tracar noves rectes i
circumferencies. Per la seva banda, les interseccions d’aquestes noves rectes i circumferencies
entre elles portaran a una nova familia de punts que s’afegiran als punts base i a tots els construits
previament, i aixi successivament.

A partir d’un conjunt finit B de punts base, i per moltes vegades que repetim el procés, no
s’arribarra a construir qualsevol altre punt del pla per aquest metode. Els que si que es poden
construir s’anomenen punts constructibles a partir de B. La definici6 precisa és la segiient:

Definicié 6 Siguin B = {P, ..., Py} una familia de punts base del pla, amb k > 2. Aleshores:

(1) S’anomena punt constructible en un pas a partir de B tot punt que sigui la interseccié
de dues rectes, dues circumferéncies o una recta © una circumferéncia definides cadascuna
a partir de punts de B.

(2) S’anomena punt constructible a partir de B tot punt Q per al qual existeiz una suc-
cessio de punts Q1,...,Qn tal que Q = @, i cada Q;, per 1 < i < n, és constructible en
un pas a partir del conjunt BU{Q1,...,Qi—1}.

Observar que els punts base sempre sén constructibles en un pas perque qualsevol punt base
P és la intersecci6 de la recta que passa per P i per un altre punt base qualsevol P’ amb la
circumferéncia de centre P’ i radi la distancia de P a P'.

Exemple 7 Si B consta només de dos punts P, P’ (punts negres), a partir d’ells
només es poden tracar la recta PP’ i les dues circumferencies de centres P i P’ i radi
la distancia de P a P’ (veure Fig. 2.1). Per tant, els tinics punts constructibles en un
pas a partir de B (punts vermells) sén els punts base P, P’ i els punts Q1, Q2, Q3, Q4.
Un punt no constructible en un pas pero si constructible és el punt @ (en verd). Es
constructible a partir de {P, P/, Qs}.

Qa Qs

Q4

Figura 2.1: Punts constructibles en un pas a partir de B = {P, P’}
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Exemple 8 Si es parteix dels punts base B = { Py, P2, P3, Py, Ps} de la Figura 2.2,
els punts Q1,Q2, Q3 (en vermell) sén constructibles en un pas a partir de B. Per
exemple, Q2 és la interseccidé de la recta que passa per P; i P, amb la circumferéncia
de centre P3 i radi la distancia entre Py i P5;. Pero a diferencia d’abans hi haura
molts més punts constructibles en un pas perque a partir dels P;’s es poden construir
moltes més rectes i circumferencies de les que hem dibuixat. Per altra banda, el punt
Q4 (en verd) potser no és constructible en un pas pero si que és constructible, perque
es pot construir en un pas a partir de BU {Q2} (és la interseccié de la recta per P3
i Q2 amb la recta per Py i Ps).

Figura 2.2: Alguns punts constructibles a partir de {Py, Py, Ps, Py, P}

Un cop definit el concepte de punt constructible a partir de B ja és facil definir qué s’entén
en general per figura constructible a partir de B.

Definicié 9 Siguin B = {P, ..., Px} una familia de punts base del pla amb k > 2. S’anomena
figura constructible a partir de B qualsevol figura que quedi totalment determinada per una
familia finita de punts constructibles a partir de B. En particular:

(1) Una recta constructible a partir de B és qualsevol recta que conté almenys dos punts
constructibles a partir de B (no cal que ho siguin tots).

(2) Una circumferéncia constructible a partir de B és qualsevol circumferéncia tal que
el centre i radi son constructibles a partir de B, entenent que el radi és constructible si ho
son dos punts que es troben a una distancia igual al rads.

(3) Un poligon constructible a partir de B és qualsevol poligon tal que tots els seus vértexs
son constructibles a partir de B.
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Exemple 10 Si B = {P, P'}, els dos triangles equilaters que tenen el segment PP’
com a costat sén constructibles a partir de B. Concretament, el tercer vertex Q1 o
Q2 (veure Fig. 2.3) és constructible en un pas a partir de B perque és la interseccié
de les circumferéncies centrades en cadascun dels punts P i P’ de radi la distancia
entre ells. Aquesta construccié és la que apareix com a primera proposicié del llibre
dels Elements d’Euclides.

Q2

Figura 2.3: Construccié del triangle equilater amb un segment donat com a costat

Exemple 11 Si B = {P, P'}, els dos hexagons regulars que tenen el segment PP’
com a costat sén constructibles a partir de B. Concretament, el tercer vertex (Qq
(veure Fig. 2.4; només dibuixem una de les dues solucions) és constructible a partir
de B perque es té la successio X, ()1, on X és constructible en un pas a partir de
P, P’ (és la interseccié de les circumferéncies centrades a P i P’ de radi PP') i Q4
ho és a partir de X, P’ (és la interseccié de les circumferéncies centrades a X i P’ de
radi X P’). La resta de vertexs Q2, @3, Q4 de 'hexagon es construeixen de manera
analoga: Q2 en un pas a partir de X i @1, @3 en 1 pas a partir de X i Q2 1 Q4 en
un pas a partir de X i Q3. Per tant, tots sén constructibles a partir de B.

En general, entendrem que una construccio es pot fer amb regle i compas només quan tots
els punts i figures que calgui construir siguin constructibles a partir dels punts base donats.

2.2 Nombres constructibles

A partir d’un conjunt B de punts base ja hem remarcat que no es podra construir qualsevol
altre punt del pla. En realitat, encara que continuéssim construint punts indefinidament, es pot
demostrar que el conjunt de punts que es poden construir a partir d’'un B finit donat és molt
petit comparat amb el conjunt de tots els punts del pla. !

'Més exactament, és el que s’anomena un conjunt numerable, és a dir, un conjunt tal que existeix una bijeccié
del conjunt dels nombres naturals cap a ell (la bijeccié numerard els elements del conjunt). Es pot demostrar que
el conjunt de tots els punts del pla no és numerable.
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Figura 2.4: Construccié de I’hexagon regular amb un segment donat com a costat

El nostre objectiu és saber identificar quins punts sén constructibles a partir de B i quins no.
No és un problema evident. Per ex., si tornem a la Figura 2.2, ens podem preguntar si un punt,
com ara el punt X, és constructible a partir del B donat. Veure si ho és en principi vol dir veure
si existeix una successio finita de punts Q1, Qo, ..., Q, tal que 'iltim sigui el punt X buscat i
que cadascun d’ells sigui constructible en un pas a partir dels anteriors i dels punts base. Pero
aixo no és gens evident si el punt es tria a 'atzar.

Per identificar “facilment” quins punts sén constructibles i quins no, sera necessari convertir
el problema geometric en un problema algebraic. Aquest és un pas clau i és precisament el pas
que els matematics grecs no van arribar a fer. EI motiu és que la traduccié es fa introduint
un sistema de coordenades en el pla i identificant cada punt amb les seves coordenades, i els
matematics grecs desconeixien la idea de les coordenades.

A partir d’ara, doncs, suposarem fixat un sistema de coordenades al pla, de manera que cada
punt tindra unes coordenades concretes (z,y). Sempre suposarem que el sistema de coordenades
l’agafem amb origen a un dels punts base i amb el punt (1,0) en un altre punt base. D’aquesta
manera, els eixos de coordenades sén rectes constructibles a partir de B. L’eix d’abscisses ho és
perque ho son dos dels seus punts i I'eix d’ordenades gracies a ’Exemple 2. Definim aleshores
el segiient:

Definicié 12 Donat un conjunt B de punts base, anomenarem nombre (real) constructible
a partir de B qualsevol nombre real t € R que sigui l’abscissa o l’'ordenada d’un punt constructible
a partir de B.

Exemple 13 Si els punts P, P’ de 'Exemple 11 sén els de coordenades P = (0,0) i
P’ =(1,0), aleshores la resta de vertexs de I’hexagon regular construit sén els punts

de coordenades Q1 = (3/27 \/§/2)7 Q2 = (17 \/g)a Q3 = (07 \/g) 1Q4 = (_1/27 \/§/2)

Per tant, els nombres reals

1 3 3

sén constructibles a partir de B = {(0,0), (1,0)}.
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Es important observar que la constructibilitat d’'un real ¢ és equivalent a que sigui con-
structible el punt (¢,0), ja que ho farem anar de seguida. La raé és la segiient. D’acord amb la
definici6 anterior, si t és constructible és que existeix algun punt constructible () de coordenades
(t,y) o bé (z,t) (o bé 'abscissa o bé 'ordenada val t). Discutim cada cas per separat.

e Siés @ = (t,y), (t,0) sera constructible perque és la interseccié de 1'eix OX, una recta
constructible, amb la perpendicular a OX que passa per P, que també és constructible
(veure Exemple 2 més amunt).

e Siés@ = (z,1), (t,0) és igualment constructible, pero ara pel procediment seglient. Tracem
la perpendicular a I'eix OY per @ (recta constructible). La seva interseccié amb OY déna
el punt constructible (0,¢). A continuacid, tracem la circumferéncia centrada a l'origen i
que passa per (0,t). Talla I’eix OX en el punt buscat (¢,0).

Analogament, es pot veure que la constructibilitat d’un real ¢’ equival a la del punt (0,¢'). Aix{
doncs, tenim el seglient.

Lema 14 Sit € R, les condicions segiients son equivalents:
(1) t és constructible a partir de B.
(2) El punt (t,0) és constructible a partir de B.

(8) El punt (0,t) és constructible a partir de B.

La importancia del concepte de nombre constructible esta en el resultat segiient, que mostra
que si coneixem el conjunt de tots els nombres constructibles podem deduir quins sén els punts
constructibles. Per tant, redueix el problema d’identificar quins punts sén constructibles a partir
d’un B donat al d’identificar el conjunt de tots els nombres constructibles a partir de B.

Proposicié 15 Un punt és constructible a partir de B si i només si les seves dues coordenades
son nombres constructibles a partir de B.

Prova. Per definicié de nombre constructible, si un punt és constructible és clar que ho sén les
seves dues coordenades. Per tant, el punt només pot ser constructible quan ho sén les seves dues
coordenades. A l'inrevés, d’acord amb ’observacié anterior, si a i b sén dos reals constructibles,
és que ho sén els punts (a,0) i (0,b). Per tant, també ho és el punt (a,b), ja que és la interseccid
de les perpendiculars als eixos per (a,0) i (0, b). O

2.3 Cap a la traduccié algebraica de les construccions amb regle
i compas

Fins ara, el que hem fet és: (1) reduir el problema de determinar si una construccié es pot fer
amb regle i compas al problema de determinar quins punts sén constructibles a partir d’uns
de donats, i (2) reduir el problema d’identificar quins punts sén constructibles i quins no al
d’identificar quins nombres reals sén constructibles i quins no (a partir dels punts B donats).
Pero com es pot saber si un nombre real donat és o no constructible a partir de 5?7
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Basicament, la idea és la segiient (deixem els detalls pel proxim capitol). El conjunt R de
tots els nombres reals és el que en matematiques s’anomena un cos. Aix0 vol dir un conjunt
amb una suma i un producte que compleixen certes propietats. Per altra banda, els punts de B
tindran unes coordenades, i totes aquestes coordenades “generaran” el que s’anomena un subcos
de R. Aix0 vol dir un subconjunt Ky de R que per si sol sera un cos amb la suma i producte
de R restringides a Ky. Aquest subcos sera l'analeg algebraic del conjunt B de punts base i
I’anomenarem cos base. Normalment, sera el conjunt Q de tots els racionals, pero en general
pot ser més gran, depenent de B.

Doncs bé, algebraicament, la construccié geometrica d’un nou punt a partir dels punts base
correspon a construir el que s’anomena una extensio de Ky, és a dir, un altre subcos K7 de R
que contindra Ky i les coordenades del nou punt, que en general no pertanyeran a Ky. Més
exactament, K sera el subcos més petit de R que conté Ky i les dues coordenades del nou punt.
Quan a continuacié construim un nou punt a partir dels punts base i del punt ja construit, el que
algebraicament estarem fent és construir una nova extensié Ks de 'extensié Ki. Com abans,
K sera el subcos més petit de R que conté K i les dues coordenades del nou punt. I aixo sera
aixi per cada nou punt que construim.

Per tant, una construccié amb regle i compas algebraicament correspondra a partir d’un cos
base K i anar-ne fent successives extensions Ki, Ks, K3, ..., cadascuna obtinguda a partir de
I’anterior afegint les coordenades del nou punt construit. Per tal d’identificar quins nombres
reals seran constructibles i quins no a partir de B el que d’alguna manera farem és identi-
ficar quines extensions de K es poden obtenir quan els nous punts es construeixen utilitzant
Unicament un regle i un compas. Una construccié determinada sera aleshores possible només
quan les coordenades de tots els punts que calgui construir per fer-la siguin d’alguna d’aquestes
extensions.



Capitol 3

El criteri de constructibilitat d’un
nombre

L’objectiu d’aquest capitol és desenvolupar amb detall la idea exposada al final del capitol
anterior. Es el nucli d’aquest treball i també la part més complicada. Aqui explicarem tots
els conceptes i resultats que es necessiten per poder demostrar que els tres problemes classics
no tenen solucié. Al final del capitol enuciarem i demostrarem (només parcialment) el criteri
per saber quan un nombre real és constructible i quan no (Teorema 39), i al capitol seglient
utilitzarem aquest criteri per veure que les tres construccions classiques sén impossibles.

3.1 Cossos, subcossos i extensions de cossos

Comencem veient que s’entén per un cos. L’exemple que ens interessa és el dels nombres reals,
pero la definicié general és senzilla, encara que llarga.

Definicié 16 S’anomena cos qualsevol conjunt K on hi ha definides dues operacions binaries
+ i -, anomenades suma i producte, que compleixen les seguients propietats:

(1) la suma és commutativa: a +b = b+ a per tot a,b € K;

(2) la suma és associativa: a + (b+ c¢) = (a+b) + ¢ per tot a,b,c € K;

(3) la suma té un element neutre 0: a+0 =0+ a = a per tot a € K;

(4) tot element a € K té un oposat —a per la suma: a + (—a) = (—a) +a =0;

(5) el producte és commutatiu: a-b=">b-a per tot a,b € K;

(6) el producte és associatiu: a-(b-c) = (a-b)-c per tot a,b,c € K;

(7) el producte té un element neutre 1: a-1=1-a = a per tot a € K;

(8) tot element a € K diferent del 0 té un invers a=' pel producte: a-a™' =a™'-a = 1;

(2) el producte distribueiz respecte la suma: a-(b+c¢)=a-b+a-c per tot a,b,c € K.

17
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Per exemple, el conjunt N de tots els naturals amb la suma i producte usuals no és un cos, ja
que no hi existeixen ni oposats respecte la suma ni inversos respecte el producte. Tampoc ho
és el conjunt Z de tots els enters, ja que té oposats pero no inversos. En canvi, el conjunt Q
de tots els racionals si que ho és amb la suma i producte habituals, i també ho sén els conjunts
R i C de tots els reals i tots els complexos, respectivament. Aquests tres cossos no séon de fet
independents, siné que es tenen les inclusions

QcRcC.

A més, en cada cas les operacions suma i producte del conjunt petit sén les mateixes que les del
gran. Quan aix0 passa es diu que el subconjunt petit és un subcos del gran i que el gran és una
extensio del petit. Per ex., Q és un subcos tant de R com de C, R és una extensié de Q i C és
una extensié de R.

En general, per subcos d’un cos K s’entén un subconjunt S de K que per si sol és un cos
amb la suma i producte de K restringides a S. Com que la suma i el producte de K ja tenen
totes les propietats que es demanen, també les tindran la suma i el producte de S. Per tant,
a la practica, per veure que un subconjunt de K n’és un subcos només caldra comprovar que
compleix dues condicions:

(1) conté el 0il'l de K, i

(2) és “estable” respecte les operacions suma, producte, oposat i invers, és a dir, haura de ser
tal que si a,b sén de S també ho hauran de ser a-b, a +b, —a i a™!.

Evidentment, no tot subconjunt d’un cos és un subcos. Per exemple, ni el conjunt dels naturals
ni el dels enters sén subcossos de Q.

Per altra banda, per extensié d’un cos K en general s’entén un cos L que conté a K com a
subcos. Quan aixo passa, escriurem simplement K C L.

Exemple 17 Considerem el subconjunt segiient de R:
Q(V2) = {a+ bv/2, amb a,b € Q qualssevol}.

Clarament, conté el conjunt QQ de tots els racionals (només cal fer b = 0). En
particular, el 0 i I'l sén de Q(v/2). Per altra banda, Q(v/2) és estable per sumes i
productes, ja que si a + bv/2, @’ +b'v/2 € Q(v/2) tenim que

(a+bV2) + (a/ +V'V2) = (a+d)+ (b+V)V2 € Q(V2)

(a+bV2)(d' + b V2) = (ad’ + 2bV') + (abl + d'b)V2 € Q(V?2).

També és estable per oposats ja que
—(a+bV2) = (—a) + (-b)V2 € Q(V2).

Finalment, és estable per inversos, ja que si a,b no sén tots dos zero, racionalitzant
s’obté que

(a+bv2)~t = o b V2

a2 —2b2 a2 -—2p2 " 7




CAPITOL 3. EL CRITERI DE CONSTRUCTIBILITAT D’'UN NOMBRE 19

El denominador a? — 2b% no pot ser zero perqué /2 no és racional (a® —2b% =0
implicaria que v/2 = a/b). D’altra banda, com que a,b € Q, també sén de Q els
nombres a/(a? —2b%) i b/(a? — 2b?) i, per tant, I'invers de a + bv/2 és de Q(v/2). Per
tant, Q(v/2) és un subcos de R i al mateix temps una extensié de Q.

3.2 Subcossos de R

En aquest treball ens interessen tnicament els subcossos de R. Un d’ells és Q, tot i que tal i com
acabem de veure no és 'inic. De fet, n’hi ha infinits més. Pero @ juga un paper molt especial
degut al fet segiient:

Proposicié 18 Qualsevol subcos de R conté Q. En particular, Q és el subcos més petit de R.

Prova. Qualsevol subcos de R ha de contenir el 0 i I'l per definicié. A partir d’aqui, fent
servir que ha de ser estable per oposats, sumes i inversos es dedueix que ha de contenir totes
les fraccions. Concretament, ha de contenir el -1 perque és 'oposat de I’1. Pero si conté 1'1 i el
-1 ha de contenir tots els enters perque s’obtenen sumant 1’s o -1’s, i si conté tots els enters, ha
de contenir totes les fraccions de numerador 1 o -1 perque sén els inversos dels enters no nuls.
Per tant, com que qualsevol fraccié diferent de zero s’obté sumant fraccions de numerador 1 o
-1, ha de contenir totes les fraccions. O

Observar que aixo0 significa que considerar subcossos de R és exactament el mateix que considerar
extensions de Q que estiguin dintre de R.

A part de Q, laltre exemple de subcos de R que hem vist fins ara és Q(v/2). Resulta ser el
subcos de R més petit que conté v/2. El motiu és que qualsevol altre subcos que contingui v/2,
a més de contenir Q (Proposicié 18), també haura de contenir obligatoriament tots els reals de
la forma a + by/2 amb a,b € Q perque ha de ser estable per sumes i productes. Per tant, ha de
contenir tot Q(v/2). Com que Q(v/2) ja és un subcos, sera el més petit que conté v/2.

Es poden obtenir molts exemples més de subcossos de R utilitzant la mateixa idea. Es tracta
de considerar el subcos més petit de R que conté un subconjunt donat de reals. Per exemple,
un pot considerar el subcos més petit de R que conté v/3, que es representa per Q(v/3). No és
Q perque ha de contenir v/3, i tampoc és el subcos Q(\/i) perqué v/3 no pertany a @(\/i) En
efecte, si hi pertanyés, seria de la forma v/3 = a + byv/2 per algun parell de racionals a,b € Q.
Elevant aleshores al quadrat i aillant el terme /2 resultaria que v/2 seria racional, perd sabem
que no ho és. Per tant, Q(v/3) és un nou subcos de R. Com en el cas de Q(v/2) es pot comprovar
que Q(v/3) és el conjunt

Q(V3) = {a + bV/3, amb a,b € Q qualssevol}

(més endavant veurem una manera rapida de veure-ho).
En general, es defineix el segiient:

Definicié 19 Donat un subconjunt qualsevol X de R, s’anomena subcos de R generat per
X al subcos més petit de R que conté X. Se’l representa per Q(X) o bé, quan X = {z1,...,z,}

és finit, per Q(x1,...,2y).
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Aquesta definici6 és molt 1til perque en realitat qualsevol subcos K de R és igual a un Q(X)
per algun subconjunt X. Només cal agafar com a subconjunt X el propi K. Com que el subcos
més petit que conté el subcos K és el propi subcos K, és evident que K = Q(K).

Pero s’ha d’anar molt en compte amb els subcossos Q(X) perque subconjunts X diferents
no necessariament generaran subcossos diferents. Pot perfectament passar que Q(X1) sigui
igual a Q(X3) encara que X7 # Xo. Un exemple molt simple d’aixo és quan X; i X9 sén dos
subconjunts diferents de racionals. Per ex., X7 = {0,1} 1 Xo = {1/2}. En tots dos casos el
subcos que es genera és simplement Q. Un altre cas clar on aixo també passa és, per exemple,
quan X; = {v/2} i Xo = QU {V/2}. En tots dos casos, el subcos generat és Q(v/2). En realitat,
afegint a X tots els racionals, el subcos que es genera no sera diferent del que es genera només
amb X ja que QQ esta inclos en qualsevol subcos. Per evitar aquest repeticio, a partir d’ara
sempre que parlem del subcos Q(X) suposarem que tots els elements de X sén irracionals, i
interpretarem que Q(0) = Q.

Un exemple no evident de X; # X5 tal que Q(X;) = Q(X2) és el segiient.

Exemple 20 Els subcossos Q(v/2,v/3) i Q(v/2++/3), corresponents a X1 = {v/2,/3}
i Xo = {V/2+4 +/3}, sén iguals. Per a veure-ho, provarem que cadascun esta inclos
dins de I'altre. Que Q(v/2 + v/3) € Q(v/2,v/3) és molt facil. Com que Q(v/2,/3)
conté v/21+/3 1 és estable per sumes, necessariament també conté V2++/3. Tsiconté
V2 + /3 contindra tot el subcos més petit que conté v2 + /3, és a dir, contindra
Q(\/ﬁ + \/3) Una mica més dificil és veure que Q(\@ + \/3) conté v/2 i v/3 i per
tant, tot Q(v/2,v/3). Primer de tot, observem que

(V3 -+ V3 = 5+ 2V6.

Aixo ens diu que v6 € Q(v/2 + v/3). Perd per estabilitat per productes obtenim
aleshores que

V6(V2 +V3) = V12 + V18 = 2V3 + 3v2 € Q(V2 + V3).
D’aqui deduim que
V2 = (2V3+3v2) - 2(V3+V2) € Q(vV2 + V3)

i que

V3 =(2V3+3v2) - 3(V3+V2) € Q(V2 + V3).

Es important remarcar dues coses més sobre els subcossos Q(X). La primera és que Q(X)
contindra molts més elements a part dels de Q i dels de X. Aixo ja es veu, per exemple, en el
cas de Q(v/2). El real 1 + /2 és de Q(+/2), perd en canvi no pertany a Q U {v/2}. Aixd passa
perque el fet que un real o pertanyi a Q(X) implica que hi han de pertanyer molts altres reals
degut a la condicié d’estabilitat per sumes, productes, oposats i inversos. Per exemple, també
hi hauran de pertanyer 2a, ot (si a # 0), —3 + a, etc.

La segona és que, en el cas que X consti d’un sol element «, no sempre els elements de Q(«)
seran tots de la forma a + ba amb a,b € Q. Es cert que contindra tots els elements d’aquesta
forma, ja que ha de ser estable per sumes i productes, pero en general en contindra molts més
perque aquests sols no formaran un subcos de R.
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Exemple 21 Q(+/2) no pot ser el conjunt S = {a + b+/2, amb a,b € Q qualssevol}
perque, tot i que aquest conjunt conté Q i /2, no és un subcos de R. Per exemple,
si racionalitzem, és facil comprovar que linvers de /2 és V/4/2. Si aquest invers
fos de S també ho seria /4 (només caldria duplicar els coeficients racionals que
expressen v/4/2 com a combinaci6 lineal de 1 i /2). Perd /4 no pot pertanyer a S.
El raonament és el segiient. Si existissin a,b € Q tals que

V4 =a+bV2,
elevant al cub tindriem que
4 = a® + 3a’bV/2 + 3ab> V4 + 20°.
Substituint ara /4 per a + by/2 i aillant /2 obtindriem que
(3a%b 4 3ab®) V2 = 4 — a® — 3a%b* — 20°.

A més, es pot veure que 3a’b + 3ab>® no pot ser mai zero si a,b € Q sén tals que
V4 =a+by2. ' Per tant, tindriem que

4
o

—a® — 3a%b? — 203
3a2b + 3ab3

€Q,

i aixd no és possible perque v/2 no és racional (veure § 5.1 de I’Apendix). En realitat,
el conjunt Q(3/2) és

Q(V2) = {a+bV2+ cV/4, amb a,b,c € Q qualssevol}.

Més endavant veurem per que és aixi (veure Exemple 37).

Finalment, observem també que la notacié Q(X) es pot generalitzar de la manera segiient
al cas d’un subcos qualsevol de R, no necessariament Q. Si K C R és un subcos qualsevol i
X és un subconjunt de reals no contingut a K, K(X) representara el subcos més petit de R
que conté K i X. Quan X = {x1,...,x,}, escriurem simplement K (x1,...,x,). A diferencia
d’abans, observem que ara cal exigir explicitament que conté K, i no només X, perque no tots
els subcossos de R contenen K. De fet, a menys que K sigui Q, el subcos K(X) sera més gran
que Q(X), i és facil d’entendre el per qué. D’acord amb la Proposicié 18, qualsevol subcos K de
R és una extensié Q(X’) de Q per algun X’ C R. Per tant, K(X) és

K(X) = QX')(X) = QXU X).

En realitat, la notacié K(X) només serveix per posar de manifest que el subcos K(X), a part
de ser una extensié de QQ, és també una extensié de K. Per exemple, Q(ﬁ)(%) representa el
subcos més petit de R que conté el subcos Q(v/2) i V/3, i és el mateix que Q(v/2, ¥/3).

Tenim que 3a?b + 3ab® = 3ab(a + bz), Ara, a no pot ser zero perqué tindriem que /4 = b+y/2 i, per tant,
seria b = /2, perd /2 no és racional (veure § 5.1 de ’Apendix). Andlogament, tampoc pot ser b = 0 perque
aleshores /4 seria racional, que tampoc ho és (veure § 5.1 de ’Apeéndix). Finalment, es pot veure que tampoc
pot ser a = —b? perqué també acabaria implicant que /2 seria racional. Per tant, 3a2b + 3ab® no pot ser zero si

a,beQiVi=a+by2
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3.3 El cos base d’una construcciéo amb regle i compas

Un exemple de subcos Q(X) que és important per aquest treball és el del cos base d’'una con-
struccié amb regle i compas, que representavem per K al final del capitol anterior. Si denotem
per Xp el subconjunt de R definit per les coordenades no racionals de tots els punts de B, el cos
base no és altre que 'extensio

Ko = Q(Xp).

Es a dir, és el subcos més petit de R que conté Xg. En particular, sera Q quan totes les
coordenades dels punts de B siguin racionals.

Aqui és important observar una cosa. I és que, d’acord amb el que hem dit abans, conjunts X
diferents poden generar el mateix subcos de R. Aixo es tradueix en el fet que diferents conjunts
de punts base poden correspondre en realitat al mateix cos base. Per exemple, els cossos Q(Xp,)
i Q(Xp,) corresponents a By = {(0,0), (1,0)} i By = {(0,0),(2,0)} son tots dos iguals a Q.

En realitat, els punts que es podran construir a partir d'un B donat i, en conseqiiéncia, els
nombres reals que es podran construir a partir de B (recordar la Proposicié 15), només dependran
del cos base Q(Xpg), i no de qui és exactament el conjunt B. Aixo és raonable que sigui aixi,
pero més endavant quedara clar, quan provem el criteri de constructibilitat d’un nombre real a
partir d'un B donat (veure Teorema 39).

Exemple 22 El punt (1,0) és el punt mig entre (0,0) i (2,0) i, per tant, és con-
structible a partir de B2 = {(0,0),(2,0)} (veure Exemple 1.1). D’aqui deduim que
tot el que es podra construir a partir de B; = {(0,0), (1,0)} també es pot construir
a partir de Bs. Per altra banda, el punt (2,0) és constructible a partir de By perque
és la interseccié de la recta per (0,0) i (1,0) amb la circumferéncia centrada a (1,0)
de radi 1. Per tant, tot el que és constructible a partir de By també ho sera a partir
de Bi. A partir de By = {(0,0),(1,0)} es poden construir, doncs, exactament els
mateixos punts que a partir de By = {(0,0),(2,0)}. I efectivament, com ja hem
remarcat abans, tots dos conjunts de punts base corresponen al mateix cos base.

Per aquest motiu, els nombres constructibles a partir de B també els anomenarem nombres
constructibles a partir de Q(Xpg).

3.4 El cos dels nombres constructibles

Un resultat basic per la resoluci6 del nostre problema d’identificar quins reals son constructibles
és que, sigui qui sigui B, el conjunt de tots els nombres reals constructibles a partir de B és un
subcos de R. Concretament, es té el segiient.

Teorema 23 Sigui B un subconjunt finit de punts del pla que conté l'origen i el punt (1,0), i
sigut €5 el conjunt de nombres reals constructibles amb regle © compas a partir del corresponent
subcos Q(Xg). Aleshores €g és un subcos de R estable per arrels quadrades.
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Per conjunt de reals estable per arrels quadrades s’entén un conjunt S de reals tal que si
a € S, les seves arrels quadrades (positiva i negativa), quan existeixen, també sén de S.

Prova. Com que (1,0) € B, és clar que el 0 i 1’1 sén de €p, aixi que només hem de comprovar
que és estable per sumes, productes, oposats, inversos i arrels quadrades.

(1)

(4)

Estabilitat per oposats. Considerem a un nombre constructible. Pel Lema 14, aixo significa
que el punt A = (a,0) és constructible. Perd aleshores també ho és el punt A’ = (—a,0),
ja que és 'altre punt d’interseccié de I’eix d’abscisses amb la circumferencia de centre O i
radi OA. Per tant, —a també és constructible altre cop pel Lema 14.

Estabilitat per sumes. Considerem a, b dos nombres constructibles. Pel Lema 14, els punts
A = (a,0) i B = (b,0) sén constructibles. Els dos punts d’interseccié de l'eix d’abscisses
amb la circumferencia de centre A i radi OB s6n aleshores constructibles. Pero aquests
dos punts sén C' = (a+1b],0) i C" = (a —|b|,0) (des de A, em desplago una distancia |b| a
la dreta o a l’esquerra). Segons que b sigui positiu o negatiu un dels dos és necessariament
el punt (a + b,0). Per tant, a + b també és constructible altre cop pel Lema 14.

Estabilitat per productes. Considerem a,b dos nombres constructibles. Si algun dels dos
és nul, el producte també ho és i, per tant, és constructible. Suposem, doncs, que a, b # 0.
Podem suposar que a,b > 0 ja que ja sabem que €g és estable per oposats. Pel Lema 14,
els punts A = (a,0) i B = (0,b) sén constructibles. Per tant, si denotem per I el punt
(1,0) € B, també sén constructibles la recta I B i la paral-lela a I B que passa per A (veure
Exemple 1.1). Anomenem C' la interseccié d’aquesta tltima amb 1’eix d’ordenades (veure
Fig. 3.1). Es un punt constructible. Ara, si representem per PQ la distancia entres dos
punts qualssevol P i @, pel teorema de Tales sabem que OC /OB = OA/OI. Pero OI =1,
de manera que OC = OA-OB =a-biC = (0,a-b). Per tant, com que C' és constructible,

a - b és constructible pel Lema 14.
\ B(0,b)

C(0, ad)
1(1,0)

000 A(N

Figura 3.1: Construcci6 de a - b

Estabilitat per inversos. Considerem a # 0 un nombre constructible. Podem suposar-lo
positiu per la mateixa raé d’abans. Pel Lema 14, el punt A = (a,0) és constructible.
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Per tant, si I = (1,0) i J = (0,1), també son constructibles la recta AJ i la para-lela a
AJ que passa per I. Anomenem B la interseccié d’aquesta ultima amb 1’eix d’ordenades
(veure Fig. 3.2). Es un punt constructible. Pel teorema de Tales un altre cop sabem que
OB/OJ = OI/OA. Pero OJ = OI =1, de manera que OB =1/OA=1/aiB = (0,1/a).
Per tant, 1/a és constructible pel Lema 14.

J(0,1)
(0,1/a)

0(0,0) I(1, \

Figura 3.2: Construccié de 1/a

(5) Estabilitat per arrels quadrades. Considerem a > 0 un nombre constructible. Com que 1
també és constructible i ja sabem que €g és estable per sumes, també és constructible 1+a.
Pel Lema 14 els punts A = (a,0) i B = (1 + a,0) sén aleshores constructibles. Sigui M
el punt mig de OB. Es constructible (veure Exemple 1.1). Si I = (1,0), la perpendicular
a l’eix d’abscisses que passa per [ i la circumferéncia de centre M i radi OM també sén
aleshores constructibles. Sigui C' el punt d’interseccié de totes dues d’ordenada positiva
(veure Fig. 3.3). Es un punt constructible. Es tracta ara de veure que és el punt de
coordenades C' = (1,+/a). Per a veure-ho, necessitem dos resultats de geometria classica,
ja coneguts pels grecs, que demostrem a I’Apeéndix (veure § 5.2):

(a) (Segon teorema de Tales) Qualsevol triangle inscrit a una circumferéncia que té per
un dels costats un diametre de la circumferencia és rectangle en el vertex oposat al
diametre.

(b) (Teorema de l'altura) Si MNP és un triangle rectangle, amb ’angle recte a P, h és
laltura des de P i X el peu d’aquesta altura, aleshores h> = M X - XN.

El resultat (a) implica que el triangle OCB és rectangle al vertex C. A més, el peu
de l'altura des de C' d’aquest triangle és justament el punt I. Per tant, aplicant (b) al
triangle rectangle OCB obtenim que IC? = OI - IB = a, ja que OI = 1. D’aqui deduim
que IC = /a, és a dir, C' = (1,+/a). Com que aquest punt és constructible, un cop més
pel Lema 14 ho és el nombre /a.

g

D’aquest resultat, no només és important allo que diu, siné també la demostracié. D’una
banda, el resultat implica que sén constructibles tots els nombres naturals (ja que qualsevol
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M((1+a)/2,0)

C(1,+/a)

0(0,0) 1(1,0) A(a,0) B(1 + a,0)

Figura 3.3: Construccié de v/a

subcos de R conté Q i, per tant, N; veure Proposicié 18) i, en conseqiiéncia, qualsevol real que
s’obtingui a partir de nombres naturals només fent sumes, oposats, productes, inversos i arrels
quadrades. De 'altra, la demostracié descriu implicitament un metode de construir amb regle i
compas qualsevol d’aquests nombres.

Exemple 24 El nombre a = +/2 és constructible a partir de B = {(0,0), (1,0)}.
D’acord amb la demostracié anterior, una manera de construir-lo és la segiient.

1. Construim el punt A = (2,0) com a interseccié de l'eix d’abscisses amb la
circumferencia centrada a I = (1,0) i radi OI.

2. Apliquem el metode descrit en demostrar I'estabilitat de €5 per arrels quadrades
per construir el punt C' = (1,+/2) a partir de A = (2,0).

3. Construim el punt D = (0,v/2) com la interseccié de I'eix d’ordenades amb la
paral-lela a I'eix d’abscisses que passa per C.

4. Construim el punt A’ = (/2,0) com la interseccié de I'eix d’abscisses amb la
circumferencia de centre O i radi OD.

5. Apliquem una altra vegada el metode descrit a la demostracié per construir el

punt C’ = (1,1/v/2) a partir de A’ = (v/2,0).

Com que v v/2 = v/2, ja tenim construit el nombre que volfem.

Exemple 25 Tot i que molt més llarg, un procediment similar permetra construir
a partir només de B = {(0,0),(1,0)} un nombre real com ara

1
a=1 <—1—|—\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+
+\/68+12\/ﬁ+2(—1+\/ﬁ) \/34—2\/ﬁ—16\/34+2\/ﬁ)
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L’interes del fet que aquest nombre sigui constructible és que I'any 1796 Gauss va
demostrar que és exactament el valor del cosinus de 27/17, i aixo implicava que el
poligon regular de 17 costats era constructible amb regle i compas. De fet, si dos
dels vertexs del poligon sén els punts P; = (0,0) i P, = (1,0), és facil veure fent
trigonometria que el segiient vertex és el punt de coordenades

P3 = (1 + cos(2m/17),sin(27/17)).

Ara, com que el nombre cos(27/17) és constructible, també ho és sin(27/17), ja
que s’obté a partir de 'anterior fent un producte, un oposat, una suma i una ar-
rel quadrada d’acord amb la relacié sin(27/17) = /1 — cos?(27/17). Per tant, el
vertex P3 és constructible amb regle i compas. A partir d’aqui, repetint el procés
pero partint de P», P3 es construeix el segiient vertex Py, etc. La férmula anterior
proporciona, doncs, un procediment de construccié de 'heptadecagon. Pero és un
procediment molt llarg i pesat. Al llarg del s. XIX diversos matematics van trobar
metodes alternatius molt més elegants de fer-ho. Un dels més elegants és el descrit
I'any 1893 pel matematic angles H.W. Richmond. 2

Normalment, B és tal que el cos base corresponent és Q, i en aquest cas es parla simple-
ment del cos dels nombres constructibles (amb regle i compas), sense precisar qui és 5. El
representarem aleshores per €.

D’alguna manera, el cos € o, en general, €5 és el “protagonista” d’aquesta historia. Tal
i com deiem al final del capitol anterior, el nostre objectiu immediat és identificar qui és €p,
perque un cop tinguem un criteri que ens digui si un nombre real donat és o no de €3, ja sabrem
quins punts sén constructibles i provar la impossibilitat de les tres construccions classiques sera
senzill (excepte en el cas de la quadratura del cercle).

3.5 Extensions simples

Abans de poder enunciar i entendre aquest criteri, encara ens calen alguns conceptes més. El
primer d’ells és el d’extensid simple d’un cos.

Definicié 26 Anomenarem extensié simple de Q qualsevol subcos de R de la forma Q(«)
per algun o € R\ Q. 3 En general, si K és un subcos qualsevol de R, anomenarem extensié
simple de K qualsevol subcos de R de la forma K(«) per algun a € R\ K.

S’ha d’anar molt en compte amb el concepte d’extensié simple. Una extensié que aparentment
no és simple en realitat pot ser-ho. Es el cas de I’Exemple 20 anterior, on hem vist que Q(v/2, v/3)
és en realitat I'extensié simple Q(v/2 + v/3).

La importancia de les extensions simples és que qualsevol extensié Q(X), quan X és un
conjunt finit, sempre es pot pensar com el resultat de fer un nombre finit d’extensions simples.

2Msés detalls tant de la construccié de Richmond com de la prova de Gauss de 'expressié anterior del cosinus
de 27/17 es poden trobar als llibres de J.C. Carrega (Cap. IV) i de I. Stewart (Cap. 17) que s’indiquen a la
Bibliografia.

3Si A, B sén dos conjunts qualssevol, es representa per A \ B el conjunt que té per elements tots els elements
de A que no sén de B.
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Per exemple, 'extensié Q(v/2, v/5,7) de Q es pot pensar com 'extensié simple Ki(7) del cos
K1 = Q(v2,V5),1 K es pot pensar com l'extensié simple Ko(¥/5) del cos Ky = Q(v/2), el qual
és per la seva banda una extensié simple de Q. Per tant, @(\/i, /5, ) es pot obtenir fent la
successié d’extensions simples

Q Cc Q(V2) c Q(v2,V/5) c Q(v2, V/5,m).

Més endavant farem servir aquesta idea.

3.6 Grau d’una extensio

Un altre concepte que ens fa falta és el de grau d’una extensid qualsevol, no necessariament
simple.

Per entendre quina és la idea, considerem el cas de ’extensié @(ﬂ) de Q. Tots els elements
de Q(v/2) sén de la forma a + bv/2 amb a,b € Q. Es a dir, tots sén combinacié lineal amb
coeficients a Q de només 1'l i v/2. Es diu que {1,v/2} sén generadors de Q(v/2) sobre Q. Més
encara, 11 v/2 sén linealment independents sobre Q, és a dir, 'inica combinacié lineal de 11 /2
amb coeficients a Q que déna zero és quan s’agafen els dos coeficients iguals a zero. Aixo és aixi
perqueé si fos a-1+b-v/2=0amb a,b € Qib#0 aleshores tindriem que

N
b
cosa que no pot ser perque v/2 és irracional. I en el cas que sigui b = 0 necessariament també ha
de ser a = 0. Es diu aleshores que el conjunt {1,v/2} és una base de Q(v/2) com a espai vectorial
sobre Q. 4
Doncs bé, resulta que qualsevol que sigui I'extensié de cossos K C L, sempre passara el
mateix: existira una familia d’elements de L (en general, pot ser infinita) que sén generadors
linealment independents sobre K. En particular, tot element de L sera una combinacio lineal
d’ells amb coeficients a K. Una familia aixi ’anomenarem base de L sobre K.

Exemple 27 El cos C dels complexos és una extensié del cos R dels reals i una
base de C sobre R és el conjunt {1,i}, ja que tot nombre complex és de la forma
a+bi=a-1+b-tamba,beRisia+bi=0¢és quea=5b=0.

El problema és que per una mateixa extensiéo K C L existiran varies bases del cos gran sobre
el petit. Per exemple, en el cas de I'extensi6 Q C Q(+/2) una altra base de Q(v/2) sobre Q és
{17, —+/2}. Un element qualsevol a + bv/2 de Q(v/2) és en aquest cas la combinacié lineal

a
a+bvV2= 1T+ (<) - (-V2)

i fent un raonament similar al d’abans es veu que 17 i —v/2 sén linealment independents sobre

Q. De fet, tot conjunt de la forma {a, 8v/2} amb «, 3 racionals qualssevol diferents de zero és

una base de Q(v/2) sobre Q.

4No entrarem en la definicié general d’espai vectorial i de base d’un espai vectorial. Es pot trobar, per exemple,
al Capitol IV del llibre de M. Castellet i I. Llerena que apareix citat a la Bibliografia.
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La bona noticia és que, sigui quina sigui 'extensié K C L, totes les bases del cos gran sobre
el petit tenen el mateix nombre d’elements. > Aixo és el que permet definir el grau de I’extensié.

Definicié 28 S’anomena grau d’una extensié de cossos K C L, i es representa per [L : K],
al cardinal de qualsevol base de L sobre K. Quan aquest cardinal és finit es parla d’extensio
finita. En cas contrari, es parla d’extensié infinita.

En els exemples anteriors tenim que tant Q C Q(v/2) com R C C sén totes dues de grau 2,

és a dir

[@(v2): Q] =[C:R] =2.
Un exemple d’extensié que no és de grau 2 és la de I’Exemple 21 de més amunt. Més endavant
veurem que és de grau 3 (veure Exemple 33 i Teorema 36).

Val la pena remarcar que no totes les extensions de cossos son finites. Per exemple, es pot
demostrar que mai es podran obtenir tots els nombres reals només a partir d’un conjunt finit
d’ells fent-ne combinacions lineals amb coeficients a Q. Per tant, [R : Q] = co. Ara bé, totes
les extensions que considerarem en aquest treball, excepte una (associada al problema de la
quadratura del cercle), seran finites.

Una propietat important del grau d’una extensio que necessitarem més endavant és que és
“multiplicatiu”. Es a dir, es té el segiient:

Proposicié 29 Si K C L i L C M son dues extensions de cossos de graus respectius [L : K| i
[M : L], Uextensic K C M és de grau

[M:K|=[M:L] [L:K].

Prova. Ho raonem només en el cas que totes dues extensions son finites, encara que el resultat és
sempre cert. Suposem que [M : L] =nique [L: K| = m. Es tracta de veure que si {a1,...amn}
és una base de L sobre K i {f,...,0,} una base de M sobre L, una base de M sobre K ve
donada pels productes dos a dos dels elements de totes dues bases. El raonament és el segiient.

Com que {aq, ...} és una base de L sobre K i {81, ..., ,} ho és de M sobre L, qualsevol
element de L és de la forma

a=ajoq + -+ A, (3.6.1)
amb ay,...,a, € K, i qualsevol element de M és de la forma

B="01p1+ -+ by, (3.6.2)
amb by1,...,b, € L. En particular, cada b; sera de la forma (3.6.1). Per tant, existiran

aij,...,am;j € K tals que
bj = a0 —+ -+ QA Ol -

Substituint aquestes expressions a (3.6.2) i calculant, obtenim que tot element de M és de la
forma,
B = (a1101 + - + am1am)f1 + - - - + (a1nQ1 + -+ - + Gmntn) Bn
=ana1fi 4+ amiamfr 4 -+ a1 fn - Gmn0in B,

5Aixd és un cas particular d’un fet més general conegut com a teorema de la dimensié dels espais vectorials
o també teorema de Steinitz. Diu que, qualsevol que sigui 'espai vectorial, totes les seves bases tenen el mateix
nombre d’elements. El cas que ens interessa és quan 1’espai vectorial és el cos gran L com a espai vectorial sobre
el cos petit K. Una demostracié d’aquest resultat es pot trobar al llibre de M. Castellet i I. Llerena ja citat.
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és a dir, és una combinacié lineal dels productes {a151,...,ampB1,...,@18n, ..., @mBn} amb
coeficients a K. Aix0 prova que aquestes productes sén generadors de M sobre K. D’altra
banda, suposem que

allalﬁl + -+ amlamﬁl +---+ alnalﬂn 4+ amnamﬂn =0
per a certs a;; € K. Aixo0 significa que
(an10q + -+ amiam) B + - + (a1no1 + -+ + Gmnm) Bn = 0.

Ara, cada suma ajjoq + - - QpjQup, per atot j =1,...,n, és un elements de L, i 31,..., 3, sén
linealment independents sobre L. Per tant, totes les sumes anteriors han de ser nul-les. Pero si

aijon + - GmjQm =0,

com que af, ..., &, son linealment independents sobre K, resulta que els coeficients asq, ..., am;,
han de ser tots zero. Deduim, doncs, que els productes a151,...,@mB1,...,010n, .., mBn
també sén linealment independents sobre K. Per tant, son una base de M sobre K. Com que
n’hi ha n-m d’aquests productes, el grau de K C M és realment el producte dels graus de totes
dues extensions. O

3.7 Nombres algebraics i nombres transcendents

Tal i com veurem més endavant (veure Teorema 41), si un nombre real « és constructible a
partir d’un cos base K donat, necessariament compleix una condicid: ha de ser el que s’anomena
“algebraic” respecte K. En aquesta seccid, explicarem que vol dir aixo i introduirem el concepte
important de polinomi minim d’un nombre algebraic respecte d’un cos K.

Els nombres reals s’acostumen a dividir en racionals i irracionals, segons que siguin decimals
periodics o no. Pero també es poden considerar altres criteris de classificacié. Un d’ells és el que
distingeix entre nombres algebraics i nombres transcendents. Un exemple del primer grup és v/2 i
un del segon és w. La diferéncia entre uns i altres esta en el fet de ser o no arrel d’algun polinomi
amb coeficients a Q. En el cas de /2 és algebraic perque és arrel del polinomi 2% — 2 € Q[z].
En canvi, tot i que no és gens evident, es pot demostrar que 7 no és arrel de cap polinomi amb
coeficients a Q (aix0 sera un dels punts clau per provar que no es pot quadrar un cercle amb
regle i compas).

De fet, la idea de nombre algebraic o transcendent es pot referir a qualsevol subcos K de R,
no necessariament Q. La definicié general és la segiient.

Definicié 30 Sigui K C R un subcos qualsevol. Un nombre real o es diu que és algebraic
respecte K si existeix un polinomi no nul amb coeficients a K tal que o n’és arrel. En cas
contrari, es diu que és transcendent respecte K. Quan K = Q, parlarem simplement de
nombre algebraic ¢ de nombre transcendent.

Observar que tots els nombres racionals sén algebraics, ja que donats a,b € Z qualssevol, amb
b # 0, el nombre racional a/b és arrel del polinomi bz — a € Q[x]. Aix{ doncs, la distinci6 entre
algebraics i transcendents només és rellevant en el cas dels nombres irracionals.

Una altra observacié important és que si un nombre « és algebraic respecte K, no sera arrel
d’un dnic polinomi amb coeficients a K. Per ex., si a és arrel d’'un polinomi p(z) € Klz],
també ho és del polinomi p(z)q(z) per qualsevol altre g(z) € K[z]. Es per aquest motiu que
s'introdueix la definici6 seglient.
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Definicié 31 Si a € R és algebraic respecte K, s’anomena polinomi minim de « respecte K
al polinomi monic ® de K[z] de grau més petit que té o per arrel. El denotarem per mg i ().
Al seu grau se l’anomena grau de « respecte K i el representarem degy ().

La condicié de monic només s’imposa per tal que cada nombre algebraic tingui un tnic polinomi
minim. Si no la imposessim, qualsevol polinomi minim multiplicat per una constant diferent de
zero seria també un polinomi minim.

Una propietat important del polinomi mq i (x) és que és irreductible a Kz], és a dir, no es
pot descomposar com a producte de dos polinomis no constants de K[z] de graus menors. Aixo
és facil de veure. Si descomposés com a producte de dos polinomis p(z),q(z) € K|x] de graus
menors, almenys un dels dos factors s’hauria d’anul-lar quan z = « i, per tant, seria un polinomi
de grau menor que el de mq k() que també tindria « per arrel. Pero aixo es contradiu amb
el fet que mq g (x) és el polinomi minim de . En realitat, aquesta propietat caracteritza el
polinomi minim en el sentit segiient.

Proposicié 32 Sigui oo un nombre algebraic respecte K i sigui p(z) € K|x] un polinomi monic
que té a per arrel. Aleshores, p(x) és el polinomi minim de o respecte K si i només si és
irreductible a K|[z].

Prova. Ja hem vist que si és el polinomi minim respecte K és irreductible a K[z]. Ens falta
veure que si és irreductible a K[z], és el polinomi minim respecte K. En efecte, com que té «
per arrel, el seu grau és més gran o igual que el de mq x(x). Per tant, podem dividir p(x) per
Mma, i () (dividim a K[z]). Representem per ¢(z),r(x) € K|z] els polinomis quocient i resta,
respectivament, de manera que

p(x) = ma,x (2)q(x) + 7(2).

En particular, r(x) és de grau menor que mq, i (z). Fent x = a deduim que r(a) = 0, ja que «
és arrel tant de p(z) com de mq, i (x). Perd aixo implica que r(x) = 0, ja que sind tindriem un
polinomi de K[z] i de grau menor que mq, k() que tindria a per arrel. D’altra banda, com que
p(x) és irreductible, g(x) ha de ser una constant. Pero tant p(x) com mq, i () sén monics, de
manera que ¢(z) ha de ser necessariament igual a 11 p(z) = mq k(). O

L’interes d’aquest resultat és que porporciona una manera en alguns casos més simple de
veure si un polinomi és o no el polinomi minim d’un nombre algebraic . Enlloc d’haver de mirar
si existeixen o no polinomis de K[z| de grau menor que tenen « per arrel, només cal comprovar
si és o no irreductible a K|[x].

Exemple 33 /2 és algebraic (respecte Q) de grau 3 perque és arrel del polinomi
23 — 2 i aquest polinomi és irreductible a Q[z]. Per a provar que és irreductible,
en aquest cas només cal observar que si no fos irreductible a Q[z], hauria de tenir
almenys un factor de grau 1 a la seva descomposicié i, per tant, almenys una arrel a
Q. Pero com que el polinomi és monic, sabem que els tnics racionals que poden ser
arrel d’aquest polinomi sén els divisors de 2 i cap d’ells ho és.

5Un polinomi es diu que és monic quan el coeficient del monomi de grau més grau és 1.
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Exemple 34 Si K = Q(+/2), aleshores /3 és algebraic respecte K de grau 3 perque
és arrel del polinomi 2% — 3 i aquest polinomi també és irreductible a K[z]. Com en
I’Exemple 33, per a provar que és irreductible es tracta d’observar que si no fos irre-
ductible a K[z], hauria de tenir almenys un factor de grau 1 a la seva descomposici6
i, per tant, almenys una arrel a K. Pero les iniques arrels d’aquest polinomi sén, a
més de v/3, els nombres complexos (en forma polar) /3, /31 V/3ur /3, 1 cap d’ells és
de K. De fet, 3 — 3 també és irreductible a Q[z] i, per tant, és el polinomi minim
de /3 tant respecte Q com respecte K, aixi que passar de Q a l'extensié Q(v/2) no
afecta gens al grau de /3.

En els dos exemples anteriors, el candidat a polinomi minim era molt simple de veure, pero en
general no és tan facil. Una manera de trobar un candidat consisteix en calcular les successives
potencies de « fins que se’n troba una que s’aconsegueix expressar com a combinacié lineal de
les anteriors amb coeficients a K. La poténcia més petita per la qual aix0 passa donara un
polinomi de K[z] que tindra a per arrel i, per tant, un candidat a polinomi minim. D’acord
amb el resultat anterior, només caldra comprovar que és irreductible a K[z] per confirmar que
ho és, i la comprovacié d’aixo pot ser delicada. De fet, en general, provar que un polinomi és
irreductible respecte un cos K (és a dir, a K[z]) no és una cosa facil i no entrarem en aquest
tema.

Exemple 35 /2++/3 és algebraic de grau 4. Per a veure-ho, calculem les successives
potencies de V2 + /3. Tenim que

(V2 +V3)? =5+ 2V6,
(V24 +3) =11v2 4+ 9V3,
(V24 V3)* =49 +20v6 = (-1) - 1 + 10(V2 + V3)%

Per tant, v/2 4+ v/3 és soluci6 de I'equacié de grau 4
z* —102° +1=0.

Per provar que aquest és el polinomi minim hem de veure que és irreductible a Q.
En aquest cas, una manera de raonar és la segiient. Si fos reductible, necessariament
descomposaria en alguna de les 4 maneres segiients: (1) com a producte de quatre
polinomis de grau 1, (2) com a producte de dos de grau 1 i un de grau 2, (3) com
a producte d'un de grau 1 i un de grau 3 i (4) com a prodcute de dos de grau 2.
Els tres primers casos implicarien que ha de tenir arrels a Q, i no és el cas, ja que
resolent I'equacio es comprova que les arrels son

+1/5+2v6, +1/5—2v6

i cap d’elles és racional. En I'tltim cas, hauriem de poder descomposar el polinomi
de la forma
(2% 4 az + b) (2 + d'z + V)
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amb a,b,a’,b € Q. Per tal que aix0 sigui possible, hauria de passar que quan es fes
el producte (z — a)(x — ), amb «, 8 dues de les quatre arrels anteriors, el resultat
hauria de ser un polinomi amb coeficients a Q. Pero aix0 no és mai cert perque

(z—a)(z = B) =2® — (a+ )z + ap,

i, triem com triem « i 8 d’entre les quatre arrels anteriors, és facil comprovar que o
bé a+ 0 bé aff (o tots dos) sén irracionals. Per tant, 2* — 1022 + 1 és irreductible
a Qi és el polinomi minim buscat.

3.8 Calcul del grau d’una extensié algebraica finita

L’altima cosa que ens fa falta, en aquest cas no per entendre que diu el criteri de constructibilitat
siné per tal de provar-lo, és un metode de calcular el grau d’una extensié simple K C K («) quan
« és algebraic respecte K. Aixo també ens permetra saber si el nombre real a té possibilitats o
no de ser constructible a partir de K (veure Teorema 41). Com que costa practicament el mateix,
considerarem el cas general d’una extensio finita qualsevol de les anomenades algebraiques.

Si K C R és un subcos qualsevol de R, s’anomena extensié algebraica finita de K tota
extensié de K de la forma K(aq,...,a,), amb tots els nombres a, ..., a, algebraics respecte
K.7 Quan n = 1, es parla d’extensié algebraica simple (el caracter finit de I'extensié en
aquest cas és automatic per la condicié de ser algebraica).

La primera cosa que hem d’observar és que el calcul del grau d’una extensié algebraica finita
qualsevol K (a1, ..., a,) sempre es pot reduir a calcular graus d’extensions algebraiques simples.
Només cal recordar que K (a1, ..., ) es pot obtenir fent un nombre finit d’extensions simples,
totes algebraiques, i que el grau d’una extensié és multiplicatiu (veure Proposici6 29). Per tant,
tindrem que

[K(al,...,an):K]:[K(al,... ) K(Oq, y Ol — 1)] [K(al,...,an_l):K(al,...,an_g)]
[K(Oél,OéQ) K(a)] - [K(aa) : K.

Tenint en compte aix0, n’hi ha prou amb saber calcular els graus de les extensions algebraiques
simples.

La resposta en aquest cas és molt senzilla, i ve donada pel resultat segiient. La prova no
és facil i fa servir 'anomenada identitat de Bezout, segons la qual el maxim comu divisor de
dos polinomis és una certa combinacié d’ells dos (I’enunciat exacte i la prova de la identitat de
Bezout es poden trobar al § 5.3 de I’Apeéndix). Pero degut a la importancia que el resultat té
per aquest treball hem decidit incloure-la.

Teorema 36 Si « és algebraic respecte K, el grau de l’extensio algebraica simple K C K(«) és
(K () : K] = deg(a).

Més concretament, si degi (o) =n, una base de K (o) sobre K és {1,a,a?,...,a"1}.

"No considerem el cas que algun «; és transcendent respecte K perqueé en aquest cas es pot veure que el grau
sempre és infinit.
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Prova. Hem de comprovar les dues condicions de base: (1) que tot element de K («) és combi-
nacié lineal de 1, a, a2,...,a" ! amb coeficients a K, i (2) que 1,,a?,...,a" ! sén linealment
independents sobre K.

e Prova de (1): Equival a provar que tot element de K(«) és de la forma p(a) per algun
polinomi p(z) € K[z]| de grau menor que n. Per tal de provar-ho, recordem que K («) és el
subcos més petit de R que conté K i a. Com que és estable per sumes, productes i inversos,
també contindra tots els reals de la forma s(a)/t(«) per a qualsevol parell de polinomis
s(x),t(z) € K[z] amb t(a) # 0. Diguem-li S al conjunt de tots els reals d’aquesta forma,
és a dir

s(a)
S = {t(a)’ per a tot s(x),t(x) € K[x] amb t(a) # O} .
Tenim, doncs, que S C K(«). Ara bé, es pot comprovar que S és un subcos de R, i
clarament conté K i a. Com que K(a) és el subcos més petit que conté K i «, deduim
que també K (a) C S i, per tant, que K(a) = S. Aix0 prova que tot element de K («) és
el valor en a del quocient de dos polinomis s(z),t(z) € K[x] amb t(z) tal que t(a) # 0.
Provem ara que si t(x) € K[z] és tal que t(«) # 0, aleshores I'invers del nombre real (o)
és el valor en o d’algun altre polinomi a(x) € K[z|. En efecte, si t(a) # 0, el polinomi
t(x) no és divisible pel polinomi minim mq i (z) de a. A més, mq g (x) és irreductible a
K, de manera que t(x) i mq, x(x) sén polinomis relativament primers (no tenen factors
comuns a la seva descomposicié com a producte de polinomis irreductibles de KJz]). I
és aqui on utilitzem la identitat de Bezout, segons la qual existiran aleshores polinomis
a(x),b(z) € K[z] tals que
a(z)t(z) + b(z)ma,kx(z) =1

(veure § 5.3 de I’Apendix). Si avaluem el membre de 'esquerra a = = «a, deduim que

a(a)t(a) = 1 i, per tant, que l'invers de ¢(«) és efectivament el valor en o d’'un cert
polinomi a(x) € K|z]. Per tant, obtenim que tot element de K («) és de la forma

és a dir, és el valor en a d’algun polinomi p(z) € K[z]. Queda veure que podem triar p(z)
que sigui de grau menor que n. Pero aixo ja és facil, ja que si p(z) no és de grau menor
que n, només cal que fer la divisié de p(z) per mq, k() i quedar-nos amb el residu r(x) de
la divisi6. Si g(z) és el polinomi quocient, tindrem que

p(x) = ma x (2)q(x) +r(2).

Com que mq, k() =0, r(z) val en o el mateix que p(x). Queda, per tant, provat que tot

element de K (a) és efectivament una combinacié lineal de 1, a2, ..., o™ 1.
e Prova de (2): Per tal de provar la independencia lineal sobre K de 1,a,...,a" !, suposem
que fossin linealment dependents, és a dir, que existissin ag, a1, a9, ...,an—1 € K no tots

iguals a zero tals que

2 -1
ap + a1+ asa” + ...+ a,_1a" " =0.
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Sii<mn—1és el subindex més gran tal que a; # 0, vol dir que en realitat tenim que
a0+a1a+a2a2+...+aiai =0.

Com que a; # 0, podem dividir-ho tot per a; i obtenim que « és arrel del polinomi de K [x]

Ai—1 4
I’Z 1

afé—l-afl.x—i-..ﬂ- + 2t =0,

a; 7 a;

de grau i < n, la qual cosa es contradiu amb el fet que n és el grau del polinomi minim.

Queda, doncs, provat que {1, a,...,a" '} és una base de K (a) sobre K. O

Aquest resultat permet determinar rapidament de quina forma soén els elements de qualsevol
extensio algebraica simple K («) un cop se sap el grau de « respecte K: sera una certa combinacid
lineal de totes les potencies de « fins al grau de « respecte K menys 1.

Exemple 37 Més enrere, a 'Exemple 21, raonavem d’una manera més o menys
complicada que Q(3/2) no podia constar només dels reals de la forma a + b+/2, amb
a,b € Q. Ara, en canvi, sabem per 'Exemple 33 que /2 és de grau 3 respecte Q.
Per tant, pel Teorema 36, Q(+/2) és una extensié de Q de grau 3, i una base de
Q(¥/2) sobre Q és {1, 2, \3/41} Els elements de Q(+/2) sén, doncs, tots els de la
forma a + bv/2 + ¢v/4 amb a,b, ¢ € Q i només aquests.

Exemple 38 Per tal de calcular el grau de l'extensié Q(v/2, ¥/3) de Q pensem en
les dues extensions simples

Q c Q(V2) c Q(V2,V/3).

La primera ja sabem que és de grau 2, i que una base de Q(1/2) sobre Q és {1,/2}.
Pel que fa a la segona, sabem per I'Exemple 34 i pel resultat anterior que és de
grau 3, i que una base de Q(v/2, v/3) sobre Q(v/2) és {1, V/3,V/9}. Per tant, de la
Proposicié 29 deduim que Q(v/2, ¥/3) és una extensié de Q de grau

[Q(V2,V3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q(V2)] - [QV2) : Q] =6,

i que una base de Q(v/2, V/3) sobre Q és {1,v/2,v/3,V9,v2v/3,v2v9}. Aixi, un
element generic de Q(v/2, V/3) és de la forma

a+0V2+eV3+dvV+eV2V3+ fV2V9

amb a,b,c,d, e, f € Q.
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Observem que obtenir les poteéncies a? per a ¢ > n com a combinacions lineals de 1, v, ..., ™!
és molt facil. Només cal utilitzar el polinomi minim m, g (x), que sabem que és de la forma
-1 2
Mo,k () = 2" + ap_12" " + -+ + agx” + a1z + ao,
amb ag, ...,ap—1 € K. Com que mq g (a) = 0, tindrem que
n o__ 2 n—1
o = —ag — a1 — aga” — ... —ap_1a" (3.8.1)
que expressa a” com a combinacié lineal de {1,,a?,...,a" 1} amb coeficients a K. Per tal

d’obtenir les poteéncies més grans només cal multiplicar a les dues bandes de (3.8.1) per « tantes
vegades com faci falta i anar substituint cada poténcia a? per ¢ > n pel que val. Per exemple
"t = —gpa— a1 — .. —ap_oa” t —a,_1a"

= —qpa —a10® — ... — ap_oa" ! — ap—1(—ag — a0 — asa® — ... — an,la”_l)

= ap—1a0 + (ap—1a1 — ag)a+ (ap—1a2 — al)Oé2 + -+ (an—1Gn-1 — aan)Oén_l-

Analogament, podem obtenir "2 multiplicant (3.8.1) per o?

obtingudes per o™ i a"*!, i aix{ successivament.

i substituint les expressions ja

3.9 Criteri de constructibilitat d’un nombre real amb regle i
compas

Ara ja estem en condicions d’enunciar i entendre que diu el criteri de constructibilitat d’un
nombre real a partir d'un B donat. No només és una condicié que ha de complir qualsevol
nombre per poder ser constructible amb regle i compas a partir de B, siné que a més, si un
nombre la compleix, és segur que és constructible amb regle i compas a partir de B. La condici6
és el segiient:

Teorema 39 Un nombre real t és constructible a partir B (és a dir, t € €g) si i només si
existeir un enter p > 1 i una successio de subcossos Lo, L1, ..., L, de R tals que:

(1) Lo = Q(Xp),
(2) per toti € {1,2,...,p}, L; és una extensid de L;—1 de grau 2, i

(3) te L.

Prova. Suposem primer que t és constructible a partir de B i provem que aleshores existeix la
successié de subcossos de la que parla ’enunciat. D’acord amb el Lema 14, si ¢ és un nom-
bre constructible a partir de B, el punt M de coordenades (t,0) també ho és. Representem
per My, Ms, ..., M,,, amb M, = M, el seguit de punts que s’han de construir préviament fins
arribar a construir M, i siguin (z1,y1), (z2,%2),- .., (Tn,yn) les coordenades respectives. Con-
siderem aleshores la successié d’extensions de Q segiient, obtinguda afegint successivament les
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coordenades dels punts M; que es van construint:

Ko =Q(Xp)
Ky = Ko(z1,11) = Q(XB, z1,y1)
Ky = Ki(x2,92) = Q(XB, 1, Y1, %2, Y2)

K; = Ki_1(zi,y:) = Q(XB, 21,91, - - -, Ti, Yi)

K, = anl(xnayn) = @(X87$1>y13 cee 7l'n7yn)

Clarament, Ko € K; C --- C K, 1 C K; C --- C K,. Volem veure que per qualsevol i €
{1,...,n} o bé K; = K;_1 o bé K; és una extensi6 de grau 2 de K; ;. En efecte, poden
passar tres coses, segons que el nou punt M; que afegim sigui la interseccié de dues rectes, de
dues circumferencies o d’una recta i una circumferéncia. Analitzem els tres casos per separat.
Observar que en tots ells les equacions d’aquestes rectes i circumferencies tindran totes elles els
coeficients a K;_; perque estan definides a partir de punts base i/o dels punts My,..., M;_1
construits previament.

(1) Si M; és la interseccié de dues rectes, el parell (z;,y;) sera la solucié d’un sistema d’equa-
cions lineals compatible determinat de la forma

oaxi + fyi+v=0
o'z + By +9" =0

amb «a, 3,v,a/, 8, € K;_1. Tant x; com y; continuaran estant dins de K; 1 perque K;_ 1
és estable per sumes, productes, oposats i inversos, que soén les iniques operacions que cal
fer per trobar-les. Per tant, en passar de K;—; a K; no afegim res que ja no hi pertanyi i
tenim que K; = K;_1.

(2) Si M; és la interseccié d’una recta i d’una circumferencia, el parell (z;,y;) és solucié d'un
sistema d’equacions de la forma

oxi + fyi+v=0
x?+y§—2a’xi—25’yi+7'=0

amb «, 3,7v,a/, 8,7 € K;_1. Alllem per exemple y; (si 8 # 0) de la primera equacid:
—ar; — v
Yi =
' g
Substituint a la segona i agrupant termes, s’obté que x; és arrel del polinomi monic
2 / 2 2 !
9 B 200y ;20 B v 2"y /

Per tant, o bé z; és de K;_1 o si no, és de grau 2 respecte de K;_1, ja que P(x) en
sera el polinomi minim respecte de K;_1. Si és z; € K;_1, també y; sera de K;_1 (veure

(3.9.1)
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Equacié (3.9.1)) i, per tant, tindrem que K; = K;_1. En canvi, si z; ¢ K;_1, com que
yi € K;_1(x;) (una altra vegada per ’Equacié (3.9.1)), tindrem que

K = Ki_1(z3,y:) = Ki—1(x;)

i, per tant, K; és una extensi6 algebraica simple de grau 2 de K;_; d’acord amb el Teore-
ma 36.

(3) Si M; és la interseccié de dues circumferencies, el parell (x;,y;) és solucié d’un sistema
d’equacions de la forma

2?2 +y? —2ax — 2By +7 =0
22+ —2d'z —28y++ =0

amb «, 8,7,a/, 8,7 € K;_1. Restant una equacié de l'altra, aquest sistema és equivalent

al sistema
{ 22 +y? —2ax — 2By +v=0
20@—a)r+28-8)y—(v—+)=0

i a partir d’aqui el raonament és el mateix del cas anterior.

La successi6 de subcossos Lg, L1, ..., L, de I'enunciat s’obté aleshores suprimint tots els subcos-
sos que es repeteixin a la seqiiencia Ko, K1, ..., K,. Que t € L, és perque M, = M.

Per demostrar la implicacié contraria el que es fa es veure que per qualsevol successio de
subcossos Lo, L1, ..., L, com la de I’enunciat en realitat es té que tots ells estan dintre de ¢z
(en particular, el nombre ¢ € L, sera constructible). I aixo es prova fent el que s’anomena
induccio. La idea és provar primer que Ly esta dintre de €g i després veure que si un qualsevol
dels subcossos L; esta dintre de €5 també ho esta el segiient L;;1. Com que aquesta implicacio
en realitat no la necessitarem, no en fem els detalls. La demostracié completa es pot trobar al
llibre de J.C. Carrega que apareix citat a la Bibliografia. O

Exemple 40 Ja sabem per 'Exemple 24 que el nombre real v/2 és constructible a
partir de Q i volem trobar la cadena d’extensions de cossos de la qual parla el criteri
anterior. D’acord amb la demostracid, es tracta de trobar la seqliencia de punts que
s’han d’anar construint fins arribar al punt que volem. Aplicant els passos descrits a
I’'Exemple 24, es pot comprovar que s’arriba al punt (1, v/2) després de construir els
punts segiients amb regle i compas (detallem els punts involucrats en cada pas tal i
com estan descrits a ’Exemple):

Pas1. (2,0).

Pas 2. (3,0), (3/2,3v/3/2), (3/2,-3V/3/2), (3/2,0), (1,V/3), (1,—v3), (1,v?2).

Pas 3. (0,2v2), (v6,v2), (V6,—V2), (0,V2).

Pas4. (v2,0).

Pas 5. (14+v2,0), (14++v2)/2,(V3+6)/2), (1+v2)/2,-(V3+V6)/2),
(1++v2)/2,0), (1,v2).

Per a obtenir tots aquests punts només cal anar trobant les equacions de les rectes
i circumferencies involucrades i calcular-ne les interseccions que interessen. A partir
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de la llista de punts anterior, deduim que la successié d’extensions per les que passem
. . 4 , .
fins arribar a construir v/2 és la segiient:

Q Cc Q(V3) c Q(V3,v2) C Q(V3,V2,V2) = Q(V3,V2)

(només indiquem les extensions que realment ho sén, ja que moltes de les extensions
en realitat no ho sén perque les coordenades del nou punt construit ja pertanyen al
cos de partida).

Observar que l'extensié final de ’exemple anterior és més gran que el subcos més petit que conté
V2, és a dir, que Q(v/2). En general, passara que per tal de construir un real ¢ amb regle i
compas sera necessari anar a una extensié més gran del que en principi caldria. Aixo és perque
el punt que es voldra construir en general no es podra construir en un sol pas a partir dels
punts base, siné que caldra construir-ne uns quants de previs, i alguns d’aquests normalment ja
suposaran fer extensions del cos base.



Capitol 4

Impossibilitat de les tres
construccions classiques

Amb tots els conceptes i resultats de que disposem, en aquest capitol ja podem per fi explicar per
que les tres construccions amb regle i compas que es plantejaven els grecs fa més de 2000 anys eren
impossibles. Ells no van poder-ho demostrar perque feia falta una manera radicalment diferent
d’abordar el problema (la manera algebraica). Pero també s’ha de dir que, no sent capagos de
fer les construccions que es plantejaven amb regle i compas (eren, de fet, impossibles), si que
van ser capacos de fer-les per altres metodes. Acabarem el capitol comentant molt breument
alguns d’aquests metodes.

4.1 El resultat de Wantzel

Per tal de provar que els tres problemes classics no tenen solucié, només necessitem una con-
sequiencia del criteri de constructibilitat que hem vist al capitol anterior. L’anomenarem resultat
de Wantzel perque va ser el matematic francés Pierre Wantzel qui primer el va demostrar ’any
1837. El resultat diu el segiient:

Teorema 41 (Resultat de Wantzel) Sigui B el conjunt de punts base i K = Q(Xg) el cos
base corresponent. Si un mombre real o és constructible a partir de K, aleshores és algebraic
respecte K i el grau de lextensioc K C K(«) és una poténcia de 2.

Prova. D’acord amb el criteri de constructibilitat (Teorema 39), sabem que si « és constructible
a partir de K existeix una successié de subcossos Lo C Ly C --- C L, de R tal que Lo = K,
a€Lyi[Ljt1:Lj]=2peratot0<j<p-—1. Pertant, per la propietat multiplicativa dels
graus (Proposici6 29) tenim que

[Lp: K] = [Lp: Lpa] - [Lp-1: Lp—a] -+ [L1: K] =27

Ara bé, tal i com hem vist a I’'Exemple 40, L,, pot no coincidir amb K (). Pero el que si que és
segur és que K(a) C Ly, és a dir, L, és una extensié de K(a), perque K (a) és el subcos més
petit de R que conté K i « i L, és un subcos que conté K i o. Aplicant aleshores un altre cop
la propietat multiplicativa dels grau deduim que

Ly K(a))- [K(a) : K] = [L,: K] = 2

39
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i, per tant, [K(«) : K| és necessariament una potencia de 2 (no poden apareixer altres factors
primers a la seva descomposicié perque siné també hi serien a descomposicié de [L, : K]).
Suposem que és [K(«a) : K] = 27 (g > 1). Falta provar que « és algebraic respecte K. Per

tal de veure-ho, considerem la familia de reals 1, a, a2, ..., a2". Tots ells pertanyen a K (a) per
estabilitat. En total n’hi ha 2941 > 27 i, per tant, no poden ser linealment independents sobre
K. Per tant, existeixen ag,aq,...,a2 € K tals que

ao + a1+ aza’® + -+ + agea® =0
i «a és efectivament algebraic respecte K. O

Amb aquest resultat ja podem entendre per queé sén impossibles les tres construccions.
Comencarem amb el cas més simple, el de la duplicacié del cub. El cas de la triseccié d’un
angle és una mica més complicat, perque hi ha angles per als quals és possible i angles per als
quals no ho és. Finalment, el cas de la quadratura del cercle és de llarg el més dificil dels tres.
De fet, no en donarem una demostracié completa de la impossibilitat, perque és necessari provar
que el nombre 7 és transcendent i la prova d’aixo és dificil.

4.2 Impossibilitat de la duplicacié del cub

Recordem que aquest problema consisteix en construir amb regle i compas el costat d’un cub
de volum el doble del d’'un cub donat. Per tal de simplificar el problema suposarem que el cub
original és de volum 1 i, per tant, el que hem de construir és de volum 2. Tal i com ja hem
explicat a la Introduccié, aixo significa que partim d’un segment de longitud 1 i que n’hem de
construir un de longitud /2.

Triem el sistema de coordenades de manera que els extrems del segment de partida sén els
punts (0,0) i (1,0). El conjunt de punts base és, doncs, B = {(0,0),(1,0)} i el cos base és Q.
Amb regle i compas es facil construir una copia d’un segment qualsevol del pla en qualsevol altra
posicié. Per tant, suposant que el nou segment el dibuixem amb origen al (0,0), el problema
es redueix a saber construir amb regle i compas el punt (0, v/2). Aixo només és possible si el
nombre /2 és constructible amb regle i compas a partir de Q.

Ara bé, ja hem vist a I'Exemple 37 que /2 és de grau 3 respecte Q (el polinomi minim és
23 — 2 € Q[x]) i, per tant, que

[Q(V2): Q] =3.

Pel criteri de Wantzel, doncs, ¥/2 no és constructible a partir de Q, ja que el grau d’aquesta
extensié no és una potencia de 2.

Encara que no es pugui duplicar un cub de I'espai ordinari de tres dimensions, observem
que si que es pot duplicar un hipercub d’un espai de quatre dimensions. Un hipercub no és més
que la versié en dimensié 4 del que és el quadrat en dimensié 2 i el cub ordinari en dimensié 3.
El seu “hipervolum”, si és de costat a, sera a*. Per tant, Ihipercub de volum doble tindra un
costat de longitud av/2 i la seva construccié correspon en el fons a construir amb regle i compéas
el nombre real v/2, que sabem que si que és constructible (veure Exemple 24). En general, es
podran duplicar els hipercubs de tots els espais que siguin de dimensié una potencia de dos
qualsevol.
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4.3 Impossibilitat de la triseccié d’un angle generic

Recordem que aquest problema consisteix en construir amb regle i compas les dues semirectes
que divideixen en tres parts iguals un angle a donat. De fet, n’hi ha prou amb saber-ne construir
una, ja que l'altra s’obtindra construint la bisectriu de I'angle més gran que quedi.

Tal i com hem explicat a la Introduccid, donar un angle equival a donar-ne el vertex O i
dos punts A i B, un de cada costat, que suposarem a la mateixa distancia de O. Agafem el
sistema de coordenades de manera que O = (0,0) i A = (1,0). El punt B és aleshores el de
coordenades B = (cosa,sin«). Representant per B, el conjunt de punts base i per K, el cos
base corresponent, tenim doncs que B, = {(0,0), (1,0), (cos a,sina)} 1 K, = Q(cos a, sinar). En
general, tindrem que

Q & Q(cosa) & Ka,

encara que per alguns angles « alguna de les inclusions pot ser una igualtat. Per exemple, tots
tres cossos s6n Q si « = 7/2. En canvi, si @« = 7/3 els dos primers sén Q pero el tercer és
Q(V3), ja que cos(m/3) = 1/2 i sin(r/3) = V/3/2.

El primer que hem d’observar és que la condicié que l'angle « = ZAOB sigui trisecable
equival a que el punt M = (cos(/3),sin(«/3)) és constructible a partir de B,. En efecte, si és
trisecable, M és constructible perque és la interseccié de la “trisectriu” amb la circumferéncia
centrada a O i de radi OA, i a l'inrevés, si M és constructible, la “trisectriu” també ho és perque
no és més que la recta OM.

Per altra banda, M és constructible a partir de B, si i només si el nombre real ¢ = cos(a/3)
és constructible a partir de K, ja que si M és constructible a partir de B, les seves dues
coordenades ho soén a partir de K, i a 'inrevés, si ¢ és constructible a partir de K, també ho
és sin(a/3) perque és I'arrel quadrada de 1 — 2.

Resumint, « sera trisecable si i només si ¢ és constructible a partir de K,. Tenim aleshores
el criteri segiient, que ens diu quins angle seran trisecables i quins no.

Teorema 42 L’angle « és trisecable a partir de B, = {(0,0), (1,0), (cosa,sina)} si i només si
el polinomi py(x) = 4x* — 3x — cosa és reductible a Q(cos a)[x].

Observem que és la reductibilitat a Q(cos «)[x] la que cal estudiar, i no la reductibilitat a
K,[z]. En general, com que sén cossos diferents, sén condicions diferents.

Prova. La part més dificil és veure que si « és trisecable a partir de B, es compleix la condicié
de 'enunciat. Suposem, doncs, que « és trisecable a partir de By, és a dir, que t és constructible
a partir de K,. Pel resultat de Wantzel, aixo implica que ¢ és algebraic respecte K, i que
[Ko(t) : Ko = 29 per algun ¢ > 0. Ara bé, com que sina = 1 — 2, aixd implica que si ¢ és
algebraic respecte K, també ho sera respecte Q(cos «). Un polinomi de Q(cos a)[x] que tingui ¢
per arrel es pot obtenir de la manera segiient. Partim del polinomi minim my g, () i substituim
totes les potencies parelles de sin o que hi apareixen per la potéencia que correspongui de 1 — t2,
i totes les poténcies senars pel producte de sin « i la poténcia que toqui de 1 —¢2. A continuacio,
aillem una aparicié qualsevol de sin a de la igualtat my ., (t) = 0, elevem al quadrat i substituim
sin? o per 1 — t2. Aix0 ens donard un nou polinomi que tindra ¢ per arrel perd una aparicié
menys de sin«. Repetint aixo tantes vegades com calgui, farem desapareixer tots els sina i
ens quedara un polinomi de Q(cos a)[x] que tindra t per arrel. Per tant, ja sabem que si a és
trisecable, ¢ és algebraic respecte Q(cos o).
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Per altra banda, sin « és arrel de 22 + cos? a — 1 € Q(cos a)[z] i, per tant, també és algebraic
respecte Q(cosa) i [Kq : Q(cosa)] val 1 o 2. Per la multiplicativitat dels graus (Proposicié 29)
tenim doncs que

[Ka(t) : Q(cos )] = [Kalt) : Ko - [Ka : Q(cos )] = 29,
amb ¢ =qobé ¢ =q+ 1. Pero

[Kq(t) : Q(cos )] = [Ko(t) : Q(cos a)(t)] - [Q(cos a)(t) : Q(cos av)].

Per tant, si aquest producte és una poteéncia de 2, també ho ha de ser [Q(cos «)(t) : Q(cos a)],
pero aquest grau és el grau de my g(cos a) (x), el polinomi minim de ¢ respecte Q(cos «v). Finalment,
per trigonometria sabem que

4cos®(a/3) = 3cos(a) + cosa.

Aixo ens diu que t és arrel de py(z) = 423 — 3z — cosa € Q(cosa)[x]. Perd aixo implica que
aquest polinomi p,(x) no pot ser irreductible a Q(cos «)[z] perque si ho fos, seria el polinomi
minim 7 g(cos o) (%) (Veure Proposici6 32), i acabem de veure que my gcosq)(7) és de grau una
poténcia de 2.

Veure que « és trisecable si p(z) és reductible a Q(cos o)[z] és molt més facil. Sabem ja
que t és arrel de p,(x). Com que estem suposant que p,(x) és reductible a Q(cos a)[x], aixo vol
dir que t és arrel d’un dels factors de la descomposicié de py(x) i, per tant, arrel d’un polinomi
de Q(cos a)[z] de grau 1 o 2. Aixo significa que t es pot obtenir a partir d’elements de Q(cos «)
fent operacions aritmetiques elementals i, com a molt, arrels quadrades. Perdo Q(cosa) C K,
i, d’acord amb el Teorema 23, el cos dels nombres constructibles a partir de K, és estable per
arrels quadrades, aixi que t és constructible a partir de K, i, per tant, « és trisecable. O

Exemple 43 L’angle « = 7/3 no és trisecable amb regle i compas perque el seu
cosinus és 1/2 1 el polinomi p(x) = 423 — 3z — 1/2 o, el que és el mateix, el polinomi
q(x) = 823 — 62 — 1 és irreductible a Q[z] (observar que Q(1/2) = Q). En efecte, si
fos reductible, hauria de tenir almenys una arrel racional, i per Ruffini es comprova
facilment que cap de les possibles arrels racionals +1,+1/2,+1/4,+1/8 és realment
arrel.

Exemple 44 L’angle a = /4 és trisecable amb regle i compas perque el seu cosinus
és1/2/2 i el polinomi p(z) = 42® — 3z — /2/2 és reductible a Q(v/2/2)[x]. En efecte,
si provem una arrel del tipus av/2, amb a € Q, resulta que @ ha de complir Pequacié
16a® — 6a — 1 = 0. Les possibles arrels racionals d’aquesta equacié sabem que sén
+1,41/2,41/4,+1/8,+1/16 i és facil comprovar que —1/2 n’és una. Per tant, v/2/2
és arrel del polinomi p(z). De fet, es té que p(z) = (z + v/2/2)(42? — 2¢/22 — 1).
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4.4 Impossibilitat de la quadratura del cercle

Recordem que aquest problema consisteix en constuir un quadrat que tingui la mateixa area
que un cercle donat. Per fer-ho més facil, suposarem que el cercle és de radi 1, aixi que la seva
area és 7 i el costat del quadrat que s’ha de construir és de longitud /7.

Triem el sistema de coordenades de manera que el centre del cercle de partida és el punt (0, 0)
i com a punt del cercle agafem el (1,0). El conjunt de punts base és doncs B = {(0,0),(1,0)} i
el cos base és Q. Com que un cop es té un costat del quadrat, la resta es pot construir facilment
amb regle i compas, el problema és construir amb regle i compas un segment de longitud /7.
Pel mateix argument que en el cas de la duplicacié del cub, aix0 equival a construir amb regle i
compas el punt (0,+/7) a partir del B anterior, és a dir, a construir el nombre real /7 a partir
de Q. Ara bé, pel criteri de Wantzel, si /7 és constructible a partir de Q és algebraic respecte
Q. I tot i que no és gens facil de provar, es pot demostrar que 7 és transcendent. Per tant, el
cercle no es pot quadrar.

Com ja hem dit a la introduccid, la primera prova de la transcendencia de m data del 1882
i és deguda al matematic alemany Carl Louis Ferdinand von Lindemann. En aquest sentit, la
prova definitiva de la impossibilitat de quadrar el cercle no es va tenir fins a 'any 1882. Una
demostracié del fet que 7 és transcendent es pot trobar al Capitol VI del llibre de I. Stewart
que apareix citat a la Bibliografia, pero és realment molt complicada.

4.5 Solucié dels tres problemes per altres metodes

No voldria acabar aquest treball sense explicar que els matematics grecs, no trobant la manera
de resoldre els tres poblemes anteriors només amb regle i compas, van buscar metodes alternatius
de fer-ho. Quins altres metodes podien utilitzar?

Tal i com hem explicat al Capitol 2, utilitzar només un regle i un compas vol dir fer anar
només rectes i circumferencies per construir nous punts a partir dels que ja es tenen. Ara bé,
en principi es podria plantejar exactament el mateix problema de construccié de punts a partir
d’uns de donats pero utilitzant altres families de corbes.

Per exemple, sabem que una parabola qualsevol queda determinada pel seu vertex i el seu
focus. De fet, agafant coordenades de manera que l'origen és el vertex i el focus és el punt
de coordenades (0,b/2), la parabola corresponent estd determinada i és la d’equacié 2by = 2.
Podem aleshores imaginar un aparell, que es podria anomenar compas parabolic, que permetés
dibuixar qualsevol parabola coneguts el seu vertex i el seu focus. Podriem doncs fer construc-
cions amb regle, compas i compas parabolic, que voldra dir construir nous punts tracant rectes,
circumferencies i paraboles (aquestes tultimes amb el vertex i el focus en punts que es tenen
préviament), i es plantejaria aleshores el problema de quines construccions es poden fer amb
regle, compas i compas parabolic i quines no.

Basicament, aix0 és el que van fer els matematics grecs per resoldre els tres problemes. Com
que només amb rectes i circumferencies no se’n sortien, van intentar-ho fer utilitzant altres tipus
de corbes addicionals. En tots tres casos se’n van sortir. En realitat, van ser capagos de trobar
diverses maneres de resoldre cadascun dels tres problemes utilitzant diferents tipus de corbes.
En aquesta seccié descrivim breument només un d’aquests metodes en cada cas. Pero se’n poden
trobar d’altres en el llibre de J.C. Carrega que apareix a la Biliografia (Capitol V).
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4.5.1 Duplicaci6 del cub

El matematic grec Menechme (s.IV a.C.) se'n va adonar que podia utilitzar les dues paraboles
y = 22 i y?> = 2z per tal de resoldre el problema de la duplicacié del cub. Si es busquen els punts
de tall d’aquestes dues paraboles es troben dos punts: un és lorigen i laltre és, efectivament,
un punt que té per abscissa /2. Per descomptat, Menechme no raonava d’aquesta manera
perque encara no s’havia introduit el metode de les coordenades i, per tant, no sabia descriure
les paraboles amb paraboles. En qualsevol cas, amb regle, compas i aixd que anomenem compas
parabolic es pot duplicar el cub seguint els passos segiients.

El conjunt de punts base és B = {(0,0),(1,0)} (sén els dos extrems d’un costat del cub
original) i hem de veure que a partir d’aquest conjunt es poden construir les dues paraboles
anteriors. Com que disposem d’un compas parabolic, només cal assegurar-se que es poden
construir els vertexs i focus corresponents. Els vertexs ja els tenim, perque tots dos sén ’origen.
Pel que fa als focus, el de la primera parabola és el punt F; = (0,1/4), com es dedueix comparant
la seva equacié amb I’equacié general 2by = 22 d’una parabola qualsevol amb vertex a l’origen
i focus al punt (0,b/2). Per tant, Fy és constructible amb regle i compas: només cal tragar
la circumferencia de radi 1 centrada a l’origen i dividir en quatre parts iguals el segment de
longitud 1 sobre 'eix OY que s’obté. El focus de la segona és el punt també constructible amb
regla i compas F» = (1/2,0). Aix0 ho deduim del fet que 'equacié d’una parabola de vertex
a l'origen i focus en el punt (b/2,0) és 2bx = y? (només cal intercanviar els papers de la z i la
y en el cas anterior, ja que ara 'eix de simetria és l'eix OX). Per tant, les dues paraboles s6n
constructibles amb regle, compas i compas parabolic a partir de B i el cub es pot duplicar.

4.5.2 Triseccioé de ’angle

Un altre matematic grec, Nicomedes (s.II a.C.), va ser capag de resoldre el problema de la trisec-
ci6 d’un angle qualsevol utilitant les corbes que avui es coneixen com a concoides de Nicomedes.
Una concoide de Nicomedes queda determinada per un punt P (el pol de la concoide), una
recta r (I’eix de la concoide) i un nombre real a. La corba es construeix tracant des del pol P
semirectes que intersequen 'eix r. Si M és el punt d’interseccié d’una d’aquestes semirectes amb
r, el punt M’ sobre la mateixa semirecta perd a distancia a de M és un punt de la concoide. !
La concoide en si és la corba que descriuen tots els punts M’ quan M recorre tot 'eix r.
Doncs bé, si ens imaginem que tenim un aparell, que podriem anomenar compas de Nicomedes,
que ens permet dibuixar qualsevol concoide de Nicomedes a partir del pol P, I'eix r i la distancia
a, es pot veure que qualsevol angle es pot trisecar amb regle, compas i compas de Nicomedes.
Per raons d’espai no descrivim com es fa. Els detalls es poden trobar al llibre de J.C. Carrega
que ja hem esmentat abans (§ 2.1 del Capitol V). En aquest mateix llibre s’explica també com
es poden utilitzar les concoides de Nicomedes per resoldre el problema de la duplicacié un cub.

4.5.3 Quadratura del cercle

El germa de Menechme, Dinostrat, se’'n va adonar que podia utilitzar una corba que havia in-
troduit anys abans Hippies d’Elis (s. V a.C) per resoldre el problema de la triseccié de 1'angle
pero per quadrar el cercle. La corba es coneix amb el nom de trisectriu d’Hippies o quadra-
triu de Dinostrat i es diu que és una corba “mecanica”, perque és la corba que descriu el punt

'De fet, hi haura dos punts M7 i M} a distancia a de M, un a cada banda de r, aix{ que la concoide corresponent
constara de dues parts.
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d’interseccié de dues rectes que es mouen d’una determinada manera. Concretament, es con-
strueix de la manera segiient. Hem de considerar un quadrat, els vertexs consecutius del qual
els anomenarem A, B,C, D. Tracem 'arc de circumferencia de centre A que passa per B i D i
considerem dues rectes mobils. Una parteix de la posicié que ocupa la recta AD i gira entorn
del punt A i a velocitat constant fins a la posicié que ocupa la recta AB. L’altra parteix de la
posicié que ocupa la recta C'D i es desplaga paral-lelament a ella mateixa i a velocitat constant
també fins a la posicié que ocupa la recta AB. Si suposem que les dues rectes mobils comencen
a moure’s justament en el mateix instant des de les posicions inicials respectives, la quadratriu
de Dinostrat és la corba descrita pel punt d’interseccié de totes dues. Observar que la quadratiu
queda totalment determinada per només dos punts, els vertexs A i B, per exemple.

Doncs bé, si ens imaginem que tenim un aparell, que podriem anomenar compas de Dinostrat,
que ens permet dibuixar la quadratriu de Dinostrat corresponent a dos punts donats qualssevol
A i B, es pot veure que qualsevol cercle es pot quadrar amb regle, compas i compas de Dinostrat.
També per raons d’espai no descrivim el metode de fer-ho. Els detalls un altre cop es poden
trobar al llibre de J.C. Carrega ja esmentat (§ 5.2 del Capitol V). A més, una descripcié visual
del metode es pot trobar a ’adrega web segiient:

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/trisectriz.htm



Capitol 5
Apendix

En aquest Apendix recollim les proves d’uns pocs resultats que hem fet anar al llarg del treball.

5.1 Irracionalitat de /2 i de v/4

El raonament és semblant al que es fa per provar la irracionalitat de v/2 i utilitza ’anomenat
meétode de reduccio a l’absurd. Consisteix en suposar que és racional i veure que aleshores es
pot arribar a una contradiccid, és a dir, una situacié on resulta que al mateix temps sén certes
una cosa i la contraria. Com que aixo no pot ser, el nombre en qiiestié no pot ser racional. La
manera d’arribar a la contradiccé és el segiient.

Suposem que /2 és racional. Aixo vol dir que existeixen p,q € Z, amb g # 0, tals que

V2 =p/q.

Sempre podem suposar, si cal simplificant, que p/q és una fraccié irreductible, de manera que p i
¢ no tenen divisors comuns. Aquest és un punt clau en el raonament. Elevant al cub ’expressio
anterior de v/2, tindrem que
2q3 — p3

i, per tant, deduim que p® és parell. Perd aixo implica que el propi p és parell, ja que la
descomposicié de p? com a producte de primers no és més que elevar al cub la descomposicié
de p i, per tant, si a la de p® hi apareix el 2, és que ja hi és a la de p. Posem aleshores que
p = 2k, on k € Z. Substituint a la igualtat 2¢® = p® obtenim que 2¢ = 23k3 i per tant, que
¢ = 22k3, és a dir, ¢® també és parell. Per la mateixa raé d’abans, aixd implica que el propi
q ¢és parell. Per tant, p i ¢ sén tots dos divisibles per 2. Pero aix0 es contradiu amb la nostra
suposicié d’entrada que p/q és irreductible. En definitiva, admetre que /2 és racional porta a
una contradiccié i, per tant, no pot ser-ho. Exactament el mateix raonament prova que tampoc
és racional /4.

5.2 Dos resultats de geometria elemental

5.2.1 Segon teorema de Tales

Diu que qualsevol triangle inscrit en una circumferencia que tingui per un dels costats un
diametre de la circumferéncia és rectangle en el vertex oposat al diametre. En efecte, sigui
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ABC' el triangle inscrit, amb AC un diametre de la circumferencia. Si O és el centre de la
circumfereéncia, els triangles OAB i OBC sén isosceles, ja que tenen dos dels costats iguals al
radi. Els angles ZOAB i ZOBA, d'una banda, i els angles ZOBC' i ZOCB, de 'altra, sén doncs
iguals (veure Figura 5.1). Per tant, si representem per « el primer angle i per 3 el segon, tenim
que 2a+ 26 = 7 i d’aqui que a + 5 = 7/2.

Figura 5.1: Segon teorema de Tales

5.2.2 Teorema de 1’altura

Diu que si MNP és un triangle rectangle, amb 'angle recte a P, h és 'altura des de P i X el
peu d’aquesta altura, aleshores h?> = M X - XN (veure Figura 5.2). Es demosta rapidament fent
trigonometria. En efecte, sia = ZXMP i =/ZXNP, sabem que sén angles complementaris
perque 'angle a P és recte. Aix0 vol dir que la tangent trigonometrica d’un és la inversa de la
de Paltre. D’altra banda, tano = h/MX itan3 = h/XN. Per tant

=MX-XN.

h? = (MX -tana) - (XN -tan ) = MX - XN -tana -
tan «

Figura 5.2: Teorema de l’altura

5.3 Identitat de Bezout

La identitat de Bezout és una propietat que ja es compleix en el cas dels enters, no només en
el cas de polinomis amb coeficients en un cos. La prova és essencialment la mateixa en tots dos
casos, aixi que pensarem en enters. L’enunciat és el segiient.

Teorema 45 (Identitat de Bezout) Siguin a,b dos enters qualssevol i sigui d el seu mazim
coma divisor. Aleshores, existeizen enters x,y tals que d = ax + by.
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La demostracié només ’expliquem per sobre. Es basa en 'anomenat algorisme d’Euclides
per al calcul del maxim comu divisor de dos enters a i b (o de dos polinomis p(x) i g(x) amb
coeficients en un cos). L’algorisme simplement consisteix en fer divisions successives. Primer
divideixo a entre b, i obtinc un quocient ¢ i un residu r1, que sabem que compleix que 0 < r; < b.
A continuacio, divideixo b entre el residu ry obtingut abans, i obtinc un nou quocient g2 i un
nou residu 72, que complira que 0 < r9 < 1. Després divideixo el primer residu r; entre el nou
residu 9, i obtinc un quocient g3 i un residu r3 que complira que 0 < rg < ro. Repetint el procés
tan com calgui (divideixo 79 entre 73, r3 entre ry4, etc), obtindré una seqiiencia decreixent de
residus r1, 79,73, ... tots positius i enters i, per tant, que necessariament acabara en el 0. Tindré
doncs la successié de divisions seglient:

a=bq +ry, 0<ri<b
b=riq + 19, 0<ryg<mr
T1 =179q3 + T3, 0<ry3<mry
Ty = T13q4 + T4, 0<rys<rs

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 <1 <rp
Tn—1 = Tndn+1

Es pot aleshores provar que r,, és a dir, 'altim residu diferent de zero, és el maxim comu divisor
dels dos enters de partida a i b. De fet, el que passa és que, a mesura que anem fent divisions,
en tot moment el maxim comu divisor del dividend i el divisor és igual al maxim comu divisor
del divisor i el residu de la divisié. Es a dir, tenim que

m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r1) = m.c.d.(ri,r2) = -+ = m.c.d.(rp_1,7m)

i és evident que el maxim comu divisor de r,,_1i 7, és ry, ja que r,—1 és un multiple de 7.

Que té a veure aix0o amb la identitat de Bezout? La relacié és que les successives divisions
anteriors permeten trobar els enters x,y als que es refereix el teorema. Es tracta simplement
de fer marxa enrere en ’algorisme. Primer aillo de la pentdltima divisié r,, que ja sé que és el
maxim comu divisor de a i b, i obtinc

d=r,="Tn_2—"Tn-1qn

és a dir, una expressié de d com a combinacio lineal de r,_o i r,_1. A continuacié, aillo de la
divisié anterior r,,_1 en termes de r,_o i 7,3 1 ho substitueixo a la igualtat anterior. S’obté que

d= Tn—2 — (TnfS - rananl)Qn = ran(l + anIQn) — T'n—34n

és a dir, una expressié de d com a combinacié lineal de r,_3,7,_9. Fent aixi marxa enrere, al
final s’acaba obtenint d com a combinacié lineal de a i de b, que és el que voliem.
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Consideracions finals personals

Es cert que aquest treball no conté cap resultat original. Tot el que hi explico i en realitat molt
més es pot trobar en els llibres. Per exemple, he parlat molt poc dels diferents metodes com els
grecs van acabar resolent els tres problemes. Tampoc he parlat del problema de la construccié
amb regle i compas dels poligons regulars (excepte per un breu comentari a ’'Exemple 25) quan,
de fet, ja des de Gauss se sap quins es poden construir i quins no. Concretament, des de ’any
1801, més de 30 anys abans que Wantzel provés el seu criteri. Es I’any en que Gauss va demostrar
que sén constructibles amb regle i compas exactament aquells que tenen un nombre de costats
n que és o bé de la forma n = 2™, per algun m > 2, o bé de la forma n = 2™pips - - - p,.-, amb
m > 01 p1,p2,...,p, nombres primers diferents d’un tipus especial. ! Per exemple, es poden
construir amb regle i compas els poligons de 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16 i 17 costats i, en canvi,
no es poden construir els de 7, 9, 12, 14, 18 i 19 costats. Al Capitol IV del llibre de J.C. Carrega
(veure Bibliografia) se'n poden trobar més detalls.

Tot i aixi, fer aquest treball ha estat per a mi una autentica recerca perque m’ha obligat a
endinsar-me de ple en el mén de les matematiques, i m’ha portat a descobrir moltes coses que,
encara que ja se saben des de fa molt de temps, jo desconeixia totalment.

He de dir que la meva intencié inicial no era fer un treball de matematiques. De fet, quan al
principi em vaig plantejar la qliestié de sobre quin tema podia fer-lo, tenia clar que volia fer-lo en
alguna cosa de biologia. Concretament, sobre alguna cosa que tingués a veure amb el cos huma.
Després d’un temps donant-li voltes, i parlant-ne amb el meu pare, vaig pensar que un bon tema
seria fer un treball sobre el funcionament del cervell, en particular, sobre com es comuniquen les
neurones. La idea em va venir d’un llibret petit que vaig trobar a la biblioteca (no en recordo
Pautor), i que es titula precisament aixi: Como se comunican las neuronas (publicat pel CSIC).
Pel que vaig poder veure fullejant aquest llibre i d’altres, en el tema hi apareixia bastanta
quimica i també fisica i matematiques. Per exemple, vaig veure que es parlava del model de
Hodgkin-Huxley, un model matematic que van introduir als anys 50 aquests dos investigadors i
que és una descripcio de com s’inicien i es propaguen els anomenats “potencials d’accié” de les
neurones. El tema no semblava facil, perd semblava interessant. A més, el treball havia fet que
els dos investigadors guanyessin el premi Nobel de Fisiologia i Medicina ’any 1963. Pero després

'"Han de ser el que s’anomenen nombres primers de Fermat, és a dir nombres primers de la forma p = 92" +1 per
algun k£ > 0. Només per determinats valors de k aquests nombres sén realment primers. Per ex., si £ =0,1,2,3,4
s’obtenen els nombres 3,5,17,257,65537 que es pot comprovar que sén primers. En canvi, per kK = 5 s’obté el
nombre 4294967297, i any 1732 el matematic suis Leonard Euler va provar que no és primer. Es el producte
641 -6700417.
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de parlar-ne amb el seminari de Biologia em van conveéncer que el tema era massa complicat
i massa teoric, i que en un treball de Biologia sempre era interessant si contenia alguna part
practica. Al final, vaig acabar abandonant la idea i va ser quan vaig comencar a pensar en fer
un treball d’alguna cosa de matematiques. Vaig aleshores parlar amb el meu pare, que em va
suggerir uns quants temes, entre ells el que al final ha estat el tema d’aquest treball.

La veritat és que, en aquestes alcades, ja sé que no em dedicaré a les matematiques. Con-
tinua sent la biologia i, sobretot, la medicina el que més m’agrada. Pero he d’admetre que
I’experiencia de fer aquest treball m’ha fet comprendre una mica més com és realment el moén
de les matematiques i com treballen els matematics. Per exemple, m’ha permes descobrir coses
com ara la importancia que en matematiques té definir els conceptes de manera precisa, el rigor
amb que els matematics es plantegen i afronten els problemes i la idea de construir pas a pas
i amb paciéncia tota una teoria amb la finalitat de resoldre un problema concret (que sovint
nomsés esta a la ment del matematic). I a més, m’ha permes comprendre que realment es pot
demostrar que hi ha problemes impossibles de resoldre.

Sigui com sigui, fer aquest treball m’ha resultat enriquidor. I tot i que no em dedicaré a les
matematiques, sempre tindré un respecte especial per elles. No tant per la seva dificultat, sin6
més aviat pel geni i la gran imaginacié que he pogut veure que amaguen. De fet, el meu pare
fins i tot m’ha volgut convencer que les matematiques no sén una simple creacié de la ment
humana, sin6é que sén ’essencia de I’Univers on vivim. Pero aixo ja és una altra historia.
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